Auswahlwettbewerb
zur Internationalen

Bildung & Begabung athematik-(lympiade

1. Aufgabe

Die Zentralbank von Sikinien prigt Miinzen im Wert von 11 und 12 Kulotnik. Bei einem Ein-
bruch haben 11 sikinische Ganoven einen Tresor geknackt und Miinzen im Gesamtwert von 5940
Kulotnik erbeutet. Sie versuchen fiir eine Weile, die Beute gerecht unter sich aufzuteilen — also
so, dass jeder gleich viel erhilt — aber es will ihnen nicht gelingen; nach einer Weile behauptet

ihr Anfithrer, sich iiberlegt zu haben, dass dies tatsichlich nicht moglich ist.

Man beweise, dass sie keine Miinze im Wert von 12 Kulotnik erbeutet haben.

2. Aufgabe

Es sei ABCD ein konvexes Sehnenviereck mit |AD| = |BD)|. Seine Diagonalen AC und BD
mogen sich in & schneiden. Der Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks BCE heifie 1. Der
Umkreis des Dreiecks BIE schneide das Innere der Strecke AE im Punkt V.

Man beweise, dass

|AN|-|NG| = [CD| - |BN|.

3. Aufgabe

Es sei a; < ag < ... eine monoton steigende Folge positiver ganzer Zahlen. Fine positive ganze

Zahl n heifit verldsslich, wenn es einen positiven ganzzahligen Index 7 mit n = a% gibt.

Man beweise: Wenn 2013 verldsslich ist, dann ist auch 20 verl#sslich.
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Aufgabe 1

Eine natiirliche Zahl n habe die folgende Eigenschaft:

Fiir beliebige reelle Zahlen a ,a,,...,a,, die sowohl a + @, +...+a, = 2013 als auch
0<e <1 fur i =1,2,,d erfiillen, existiert eine Zerlegung der Menge dieser reeller
Zahlen in n paarweise disjunkte Teilmengen (von denen einige leer sein diurfen), so

dass die Summe der Zahlen in jeder Tellmenge hiochstens 1 betragt.

Man bestimme die kleinste Zahl n mit dieser Eigenschaft.

Aufgabe 2

Es sei Z* die Menge der positiven ganzen Zahlen.

Man bestimme alle Funktionen f:7Z" — Z* mit der Eigenschaft, dass fiir alle
positiven ganzen Zahlen m und n gilt: m* + f(n)|mf(m) + n.

(Hinweis: Das Symbol | bedeutet: ,ist Teiler von“.)

Aufgabe 3

In einem spitzwinkligen Dreieck ABC selen die Innenwinkel «, 3,7 wie tiblich
bezeichnet. Ferner selen der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von ¢« und BC mit
D sowie der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von 8 und AC mit E bezeichnet.
Nun wird dem Viereck ABDFE eine Raute so einbeschrieben, dass alle Eckpunkte
dieser Raute auf verschiedenen Seiten des Vierecks liegen. In dieser Raute seien die
nicht-stumpfen Innenwinkel mit ¢ bezeichnet.

Man beweise, dass ¢ < max(a,3) gilt.

(Hinweis: Es wird nicht zwischen einem Winkel und seinem Maf (seiner Weite) unterschieden.)
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