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Losungen zur 2. Auswahlklausur

Aufgabe 1

Man bestimme alle Funktionen f :R—R mit der Eigenschaft

f(fF(X)+y)=2x+f(f(y)—X)
fur alle X, YER.

LOsung
Fur eine beliebige reelle Zahl z setzen wir a= f(2), b=z+ f(0), n= f(izb) und

m= f (0) —%b. Wegen D = R sind a, b, n und m wohlbestimmt. Einsetzen von Xx=0,
y=2z in (*) liefert f(z+ f(0))=f(f(2), also f(a)= f(b) (1.

f(f(m+a)=2m+ f(f(a)—m)
f(f(m)+b)=2m+ f(f(b)-m)’
was wir wegen (1) zu f(f(m)+a)= f(f(m)+b) (I1) zusammenfassen kénnen.
f(f(a+n)=2a+ f(f(n)—a)
f(fb)+n)=2b+ f(f(N)-b)’
was wir wegen (1) zu 2a+ f(f(n)—a)=2b+ f(f(n)—Db) (111) zusammenfassen kénnen.
Einsetzen von X = %b , Yy=0in (*) liefert f(f (%b)) =a+b+ f(f(0) —%b) , also
f(n)=a+b+ f(m) oder, anders formuliert, f(n)—a=f(m)+b bzw. f(n)—b=f(Mm)+a.
Dies liefert mit (I11) sofort 2a+ f(f(m)+b))=2b+ f(f(m)+a), woraus mit (I1) nun a=b
folgt, also f(z) = z+ f(0). Damit ist gezeigt, dass jede Funktion f, die (*) erfillt, die Form
f(X) = X+ ¢ (c=konst.) haben muss. Einsetzen in (*) bestitigt, dass jedes f dieser Form
die gegebene Gleichung tatséachlich erfullt: f(f(X)+Yy) =X+y+2c=2x+ f(f(y)—-X).

Anmerkung: Zusatzliche Eigenschaften von f, wie etwa Injektivitdt, Monotonie oder Differenzier-
barkeit, dirfen nicht vorausgesetzt, sondern missen bewiesen werden.

Einsetzen von X=mund y=a bzw. y=Db in (*) liefert {

Einsetzen von X=a bzw. X=D und y=n in (*)liefert {

Aufgabe 2

Es sei B ein beliebiger Punkt auf einem Kreis k; und es sei A ein von B verschiedener Punkt
auf der Tangente an k; in B. Ferner sei C ein Punkt auBerhalb von k; mit der Eigenschaft,
dass die Strecke AC den Kreis k; in zwei verschiedenen Punkten schneidet. Schlie3lich sei k,
der Kreis, der die Gerade (AC) in C beruhrt und den Kreis k; in einem Punkt D berlhrt,
welcher auf der anderen Seite von (AC) liegt wie B.

Man beweise, dass der Umkreismittelpunkt des Dreiecks BCD auf dem Umkreis des Dreiecks
ABC liegt.

LOsung

Wir bezeichnen die Mittelpunkte der Kreise k; und K, mit O

bzw. O, . Die Losung setzt nun voraus, dass ZCDB stumpf ist

(siehe Fig.); andernfalls sind lediglich einige Winkel modulo
180° zu vertauschen.

Es sei P der Umkreismittelpunkt des Dreiecks BDC; dann ist
nach dem Satz vom Mittelpunktswinkel

/BPC = 2-(180° - «CDB) = 360°-2- ZCDB (1).

P liegt dann auf dem Umkreis von Dreieck ABC, wenn ACPB ein Sehnenviereck ist; dies gilt
dann, wenn ZBPC =180°—- ZCAB ist.
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Um dies zu beweisen, berechnen wir ZCDB . Da K; und K, sich in D beruhren, liegt D auf
der Strecke 0,0, und es gilt ZCDB =180°+ £0,DB-£Z0,DC (2). Da k; die Gerade (AB)
beruhrt, ist ZABO; =90°, also ZABD + ZDBO; =90°. Da B und D auf K; liegen, ist das
Dreieck BDO; gleichschenklig mit ZO;DB = ZDBQO;. Somit ist ZO0;DB =90°-ZABD (3).
Da K, die Gerade (AC) beruhrt, ist ZACO, =90°, also ZACD + £ZDCO, =90°. Da C und D
auf K, liegen, ist das Dreieck CDO, gleichschenklig mit £O,DC = ZDCO, . Somit ist
Z0,DC =90° - ZLACD (4). Einsetzen von (3) und (4) in (2) liefert

ZCDB =180°+ (90° — ZABD) — (90° - ZACD) =180° - ZABD + ZACD (5).

Nun betrachten wir den Schnittpunkt R von (AC) und (BD) und folgern

ZABD = ZABR =180° - ZRAB - ZBRA =180° - ZCAB - ZBRA sowie

ZACD = ZRCD =180° - ZCDR - ZDRC =180° - ZCDB - ZBRA . Aus (5) ergibt sich
ZCDB =180°+ ZCAB - ZCDB, also 2- ZCDB =180° + ZCAB. Einsetzen in (1) liefert
/BPC = 360° - (180° + LCAB) =180° — ZCAB . Damit ist alles gezeigt.

Anmerkung: Da k; von der Strecke AC geschnitten wird, kann k, die Gerade (AC) nicht — von A aus —
vor dem Schnitt mit k; berthren. Auch darf C nicht speziell gewahlt werden.

Aufgabe 3

Es sei n eine ungerade naturliche Zahl. Die Felder eines NnX n-Schachbretts seien ab-
wechselnd schwarz und weil3 gefarbt, wobei die Eckfelder schwarz sind. Ferner sei ein
Trimino definiert als eine L-férmige Figur aus drei verbundenen Einheitsquadraten.

a) Fur welche Werte von n ist es moéglich, alle schwarzen Felder des Schachbretts durch
nicht Uberlappende Triminos zu Uberdecken?

b) Welches ist bei moglicher Uberdeckung die minimale Anzahl der jeweils benoétigten
Triminos?

Hinweis: Zwei Triminos Uberlappen sich, wenn sie wenigstens ein Einheitsquadrat gemeinsam
bedecken.

LOsung
a) und b): Wir z&dhlen die Reihen des Schachbretts von oben. Das nX n-Schachbrett hat
n+l

n7+1 Reihen mit ungerader Nummer und in jeder dieser Reihen 5 schwarze Felder. Jedes

dieser (”TJ’l)2 schwarzen Quadrate muss von einem anderen Trimino Uuberdeckt werden,
daher sind wenigstens (”T*l)2 Triminos erforderlich. Da jedes aus 3 Quadraten besteht,

muss wegen des Uberlappungsverbots gelten: 3(”7“)2 <n?. Fur 1, 3 und 5 folgt 3<1,

12<9, 27<25. Also ist fur n< 7 eine verlangte Uberdeckung nicht moglich.
Die Figur zeigt als Verankerung eine Uberdeckung fir n=7 mit

n+1\ 2 I . . R I o 8 R
(377 =16 Triminos und den Schritt N — n+ 2, mit dem fir jedes =TT
.. 1 =4 [
n>7 die Existenz einer Uberdeckung bewiesen ist. Bei diesem Schritt iz B —+HH
wird dem Nnxn-Schachbrett, dessen Uberdeckung mit (”7“)2 Steinen - = it A
vorausgesetzt ist, in der rechten unteren Ecke ein ,L“ angesetzt, das __I r___l L_ __I
5 Felder breit und hoch ist, und anschlieRend durch 2X 2 -Felder mit e nEnEs
je einem passenden Trimino erganzt. Das ,L“ enthalt 5 Triminos und I I | I

die beiden 2x(n—5)-Rechtecke zusammen N—3 Triminos. Es
2
ergeben sich also (”T*l)2 +Nn—-3+5="10m9 (%3)2 Triminos, die Mindestzahl fur das

(n+ 2)x (n+ 2) -Schachbrett. Mit vollstandiger Induktion folgt die Behauptung.

Anmerkung: Nur alle schwarzen Felder sollten uberdeckt werden; es kénnen also weil3e Felder frei
bleiben. Selbstverstandlich ragen die Triminos nicht Gber das Schachbrett hinaus. Zu einer vollstandi-
gen Losung gehort auch der Nachweis, dass beim Schritt n— n + 2 die hinzugefligten Triminos mit der
minimalen Anzahl vertraglich sind, sowie die Erwahnung von n=1.
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