Avuswahlwettbewerb zur Internationalen Mathematik- Olympiade

Losungen zur 2. IMO-Auswahlklausur 2010

Aufgabe 1

Auf einem Tisch liegen nebeneinander 2009 Karteziner Reihe. Zunachst ist bei allen
Karten die Oberseite weild und die Unterseite schviaie Karten seien von 1 bis 2009
nummeriert.

Zwei SpielerA undB fuihrend abwechselnd einen Spielzug aus, waliEginnt. Jeder
Spielzug besteht darin, dass der Spieler eine Kaittder Nummek (k <1969) wahlt, deren
weil3e Seite oben liegt, und anschliel3end die Kanienlen Nummerrk, k+1,k+ 2,...,.k+ 4(

auf ihren Platzen umdreht. Der letzte Spieler,alieen gultigen Spielzug machen konnte,
gewinnt das Spiel.

a) Man entscheide, ob dieses Spiel notwendigervesidet.

b) Fur welchen der beiden Spieler existiert einei@estrategie?

Losung: @) Wenn das Spiel nicht endet, dann muss wegehddtisten2*°® verschiedenen
maoglichen Spielzustande eine sich periodisch wiealende Folge von Zustéanden existieren.
Dabei sek die kleinste Nummer der Karten, die innerhalb elid®eriode umgedreht werden.
Um die Karte mit der Nummésvon schwarz auf weil3 umzudrehen, ist jedoch eiate<mit
einer kleineren Nummer aksauszuwahlen — Widerspruch zur Minimalitat! Alsossaulas
Spiel nach endlich vielen Ziigen enden.

b) Wir betrachten die Karten mit den Nummek¥ik , wobeil< k < 48. Die htchste dieser
Karten mit der Nummer 1968 ist die letzte, die awgghlt werden kann. Bei jedem Spielzug
wird genau eine dieser Karten umgedreht. Weil gasl ®@ndet, wenn alle Karten bis zur
Nummer 1968 schwarz sind, und weil diese KarteBeginn alle weil} sind, ist nach jedem
Doppelzug vorA undB wieder eine gerade Anzahl von ihnen w@findet also stets eine
ungerade Anzahl weil3er Karten aus dieser Mengemdikann stets ziehen. Daher gewiBnt
zwangslaufig das Spiel, egal wie er zieht.

Hinweise: Die Endlichkeit kann auch mit der Ubersetzung $igielzustande in eine monoton sich verandernde

Binarzahl gezeigt werden. Wirde in der Aufgabehstel die Karte mit der Nummer 1969 auch zur Auswabhl
zugelassen, so hatteeine Gewinnstrategie. Fur Teil a) wurden 4 P.fimd eil b) 6 P. vergeben.

Aufgabe 2

Gegeben sei ein Sehnenvierdd&CD, dessen Diagonale®C undBD sich im PunkE&
schneiden und dessen Seitdd undBC auf Geraden liegen, die sich im PuRkschneiden.
Die Mittelpunkte der StreckeAB undCD seien mitG bzw.H bezeichnet.

Man beweise, dass die Gerdelein E den Kreis durclie, G undH berthrt.

Losung: Eine zentrische Streckung mit Zentriwnd
Streckfaktor 2 bildeG auf G' undH auf H' ab. Dann ist (1)
<GHE=<«G'H' E. Wegen«ABF =180 -« CBA=<« ADC und
<FAB =180 -« BAD=« DCE (SehnenvierecRBCD) sind die
DreieckeFBA undFDC &hnlich und werden durch eine
Streckspiegelung mit Zentruman der Winkelhalbierenden von
<xBFA aufeinander abgebildet. Bei dieser Abbildung gilt
insbesonderéA - C, B » D, G - H (Mittelpunkte!).
Aufgrund der Definition vorH ' halbieren sich die Diagonalen
EH' undCD; daher istDECH' ein Parallelogramm und es gilt
<H 'CD=<EDC=<«BDC=<« BAC=<« BAL Analog gilt

< CDH'=<EBA. Damit sind die DreieckABEund CDH"
ahnlich. Wegen der Ahnlichkeit vdfBA undFDC sind auch die
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ViereckeFBEAund FDH 'C ahnlich, so dass bei der betrachteten StreckdpiegE auf

H' abgebildet wird. Damit sind die Dreieck&E und FHH ' &hnlich, und es gilt (2)
<GEF=<HH'F=<EH'F.

Es seienC' und D' die Urbilder vorA bzw.B bei der betrachteten Streckspiegelung. Dann
ist wegen der Ahnlichkeit der DreieckeC' D' undFAB sowie wegen

|FB|/|FD'| =|FDJ|/|FB| das ViereckD'C'BA ein zuBADC ahnliches Sehnenviereck. Sein

Diagonalenschnittpunkt s&". Dann gilt«<G "AB=<«< C'AB=<« C'D'B=<« ABC=« ABI

und es folgtG" A|| BE sowie analogs B|| AE. Also ist AG" BE ein Parallelogramm und
nach Definition vonG' gilt G'=G". Folglich gehtG"' bei der betrachteten Streckspiegelung
in E Uber. Weil abeE in H' Ubergeht, wirdG' bei der zweifachen
Hintereinanderausfiihrung iH ' abgebildet. Bei dieser Hintereinanderausfuhrurgehesich
die beiden Spiegelungen auf und es bleibt eingizehe Streckung ahR. Deshalb sindr, G'
und H " kollinear. Daraus folgt (3)xFH'E=<G'H"E.

Aus (1), (2) und (3) folgt nurcGHE=<G H E=<« FH E=<« FEC.

Aus der Umkehrung des Sehnen-Tangentenwinkelsatgds sich daher, da§€ Tangente

an den Kreis durck, G undH ist.

Hinweise: Weitere Beweisideen verwenden die Polare und denv®an vollstandigen Vierseit oder Inversion
am Kreis. Ansatze mit analytischer Geometrie kommigr mit wenigen Teilpunkten bedacht werden.

Aufgabe 3

Wir nennen eine natirliche Zambusgeglichepnwennn =1 gilt oder wenm als Produkt

einer geraden Anzahl von (nicht notwendigerweigealgedenen) Primfaktoren geschrieben
werden kann. Zu jedem Pag, b) positiver ganzer Zahlen s&(x) = (x+ a( x+ b .

a) Gibt es zwei verschiedene positive ganze Zahlemdb, fur die alle Zahlen

P(),P(2),...,P (50 ausgeglichen sind?

b) Man beweise: WenR(m) fur alle positiven ganzen Zahlemausgeglichen ist, dann gilt
a=b.

Losung: a) Die Antwort lautet ,Ja“. DamiP(x) ausgeglichen ist, miussent a und x+b
entweder beide eine gerade oder beide eine ungAradhl von Primfaktoren besitzen.
Hinsichtlich dieser Eigenschaft gibt es aber atlr, also endlich viele verschiedene Muster
bei 50 aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen.ebalxistieren zwei nattrliche Zahlen
undn, so dass sie Startzahlen zweier identischer soMbster sind. Mita = m-1 und

b= n-1 folgt die Ausgeglichenheit voR(1), P(2),...,P (50.

b) Wir nehmen an, dass es unter der gegebenen 3&mtaung zwei verschiedene natirliche
Zahlena undb gebe; oBdA seb > a. Dann gilt fir jede natirliche Zalmh> a, dass

P(m- 3@ = n{f m+t b- & ausgeglichen ist. Die Geradzahligkeit bzw. Ungeaatigkeit der
Anzahl der Primfaktoren tritt also fur natirlichalden grol3er ala mit der Periodenlange
b—a periodisch auf. Insbesondere sind auch alle \Gbka vonb—a vom gleichen Typ,
sobald sie groRRer sind asEin solches Vielfachek(b— &) hat jedoch einen Primfaktor
weniger als2k (b— a), Widerspruch zur Annahme. Also gdt=Db.

Hinweis: Der Widerspruch kann auf verschiedenste Art undas@/eergeleitet werden. Haufig wurden Satze
Uber Primzahlen in arithmetischen Folgen oder geé@gQuadratzahlen verwendet. Fir Teil a) wurdBnund
fur Teil b) 6 P. vergeben.





