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1. Aufgabe. Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl und z und v seien zwei rationale Zahlen
mit

2"+ 2y =y" + 2.
Man zeige, dass z = vy.

Losung. Wir iiberlegen uns zuerst

() Es sein > 3 eine ungerade natirliche Zahl. Weiterhin seien a, b und c drei ganze
Zahlen mit

A '+ a4 =200
Sodann ista=b=c=0.

Wenn dies bei einem gewissen n falsch wire, kénnten wir zu diesem ein Gegenbeispiel (a, b, c)
wihlen, bei dem der Ausdruck |a| + |b] 4 |¢| seinen kleinstm&glichen positiven Wert annimmt.
Wiren a und b beide ungerade, so wire die linke Seite die Summe einer ungeraden Anzahl
ungerader Summanden und mithin selbst ungerade, wihrend die rechte Seite gerade ist. Also
ist mindestens eine der beiden Zahlen a und b gerade. Ist etwa a gerade, so hat die linke Seite
dieselbe Paritit wie 571 und die rechte Seite ist gerade, sodass b ebenfalls gerade ist. Ebenso
sieht man, dass a gerade sein muss, falls b als gerade vorausgesetzt wird. Insgesamt sind also
a und b beide gerade. Folglich ist die linke Seite durch 27! und damit insbesondere durch 4
teilbar, womit sich ¢*~! und demnach auch ¢ als gerade erwiesen hat. Fiithrt man nun drei ganze
Zahlen a’, ¥’ und ¢’ mit @ = 2a’, b = 26’ und ¢ = 2¢’ in die Betrachtung ein, so ist erstens

a/nfl + am—zb/ 4+ blnfl _ QClnfl
und zweitens
0 <la'[+[V|+ || <lal + [o] + le].
Das Tripel (a/,¥, ) widerspricht also der Wahl von (a,b,c) und damit ist () bewiesen.

Wir wenden und nunmehr der eigentlichen Aufgabe zu. Im Fall n = 1 ist die Behauptung trivial
und wir konzentrieren uns von jetzt an nur noch auf den Fall n > 3. Es seien z und y zwei
rationale Zahlen mit z” 4 22 = 4™ + 2y. Indem wir alles auf eine Seite bringen und anschlieend
faktorisieren, erhalten wir

(x—y)@" 2"y + .y —2) =0
Wenn z und ¥ also verschieden wiren, was wir von jetzt an annehmen wollen, miisste

"ty ey =2 (1)
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sein. Da man je zwei rationale Zahlen auf einen gemeinsamen Nenner bringen kann, gibt es drei
ganze Zahlen a, b und ¢ mit ¢ # 0, x = a/c und y = b/c. Wer diese Briiche in (1) einsetzt und
daraufhin mit ¢*~! multipliziert, erhalt

A a4 =200

Aus () folgt nun allerdings insbesondere ¢ = 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass = und y doch
gleich sein miissen, womit die Aufgabe gelost ist. (]

2. Aufgabe. Es seien m,n > 4 zwei ganze Zahlen. Wir
betrachten ein m x n—Gitterrechtteck, das von m+1 ho-
rizontalen und n + 1 vertikalen Strecken gebildet wird.
Die Schnittpunkte dieser Strecken heifien Ecken. Es sei
P ein von Selbstiiberschneidungen freier, geschlossener
Weg, der durch jede der (m — 1)(n — 1) inneren Ecken
aber keine der dufleren Ecken geht. Es bezeichne A die
Anzahl der inneren Ecken, durch die P geradlinig hin-
durchgeht, B die Anzahl der Gitterquadrate, von de-
nen P genau zwei Seiten benutzt, die sich zudem ge-
geniiber liegen, und C' die Anzahl der Gitterquadrate,
von denen P keine Seite benutzt. Man beweise, dass
A=B-C+m+n—1.

(Die Abbildung zeigt eine Situation mit m =4, n =5, A=4, B=1und C =5.)

Lésung. Es sei D die Anzahl der Gitterquadrate, von denen genau eine Seite zu P gehort, E die
Anzahl der Gitterquadrate, von denen genau zwei Seiten zu P gehéren, die zudem benachbart
sind, und schliefflich F' die Anzahl der Gitterquadrate von denen genau drei Seiten zu P gehéren.
Wegen m,n > 4 ist unter den mn Gitterquadraten keines, dessen gesamter Rand in P enthalten
ist und folglich gibt es flir den Schnitt eines solchen Randes mit P nur die fiinf Moglichkeiten,
die in den Definitionen von B, C, D, E und F angesprochen sind. Wir haben also

mn=B+C+D+E+F. (2)

Nun wollen wir die Paare (@, S), die aus einem Gitterquadrat @ und einer P angehtrigen Seite
S von @ bestehen, auf zwei Arten abzihlen. Einerseits gibt es zu den Quadraten vom Typ B, C,
D, Eund F jeweils genau 2, 0, 1, 2 und 3 mdgliche Wahlen fiir S und daher betrigt diese Anzahl
2B + D + 2E + 3F. Andererseits ist P aus (m — 1)(n — 1) Einheitsstrecken zusammengesetzt,
die alle als S fungieren kénnen und jede derselben hat zwei Seiten auf auf denen jeweils ein
Gitterquadrat liegt. Insgesamt erhalten wir also

9(m —1)(n — 1) = 2B + D + 2E + 3F. (3)

Bei jeder der (m—1)(n—1) inneren Ecken unseres Rechtecks geht P entweder geradeaus hindurch,
und dies passiert genau A mal, oder P knickt ab. Wann immer dies geschieht, schliefien die beiden
zugehorigen Einheitsteilstrecken von P ein Gitterquadrat ein und dieses muss entweder von Typ
E oder vom Typ F sein. Umgekehrt gehtren zu jedem Quadrat vom Typ E ein und zu jedem
Quadrat vom Typ F zwei dieser Abknickpunkte von P. Alles in allem gilt also auch

(m—1)(n—1)= A+ E + 2F. (4)



Aus (2) — (3) + (1) erhalten wir nunmehr
m+n—-—1=4-B-C

und dies wiederum impliziert
A=B-C+m—-—n—1.

Damit ist die Aufeabe gelost. C

3. Aufgabe

Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit Umkreis w. Man beweise, dass es einen Punkt J mit
der folgenden Eigenschaft gibt: Ist X cin innerer Punkt von ABC, treffen die Strahlen AX,
BX und X den Kreis w erneut in den Punkten A4;. By und ¢ und liegen die Punkte A,.
B> und (5 symmetrisch zu 4,, B, und C, beziiglich der Mittelpunkte der Strecken BC, CA
beziehungsweise AB, so liegen die vier Punkte Ay, By, Cy und J auf einem gemeinsamen Kreis.

Losung. Wir zeigen, dass der normalerweise H genannte Hohenschnittpunkt J des Dreiecks
ABC die beschriebene Eigenschaft aufweist. Hierzu sei a die durch A gezogene Parallele zu BC
und dic Geraden b und ¢ seien analog definiert. Keine zwei der drei Geraden a, b und ¢ sind
parallel und folglich existieren der Schnittpunkt A’ von b mit ¢ sowie die beiden analog detinierten
Punkte B’ und C’.

Das Viereck A'C JB besitzt bei B und C rechte
Winkel und ist daher ein Sehnenviereck. Da die
Spiegelung am Mittelpunkt der Strecke BC den
Punkt A auf A" abbildet und B mit C vertauscht,
tiihrt sie w in den Umkreis des gerade gefundenen
Sehnenvierecks tiber. Demnach liegt A; auf die-
sem Kreis und A’Ap ist zu AX parallel.

Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC heiie S. Die
zentrische Streckung ¢ mit Zentrum S und Faktor
—2 bildet A auf A’ ab; der Bildpunkt von X hei-
Be X', Sodann sind die beiden Geraden AX und
A’ X’ parallel und daher liegt X7 auf der Geraden
A'As. Ahnliche Argumente lassen sich auch mit
B und C an der Stelle von A ausfithren und wir
lernen insgesamt: Die drei Geraden A’A;, B'By

und C’C5 schneiden sich in X',

Fallz: X' = J fallen auch diec Punkte As, B; und
C'5 mit J zusammen und die Behauptung ist trivial. Von nun ab sei daher X' # J.

Wegen < A4’C'J = 90° ist die Strecke A’J nach Satz des THALES ein Durchmesser des Umkreises
des Vierecks A'C'JB. Wieder um nach Satz des THALES ist daher «iJAs A’ = 90° und folglich
auch <1J A X' = 90°. Der Punkt Ay liegt demnach, abermals nach Satz des THALES, auf dem
Kreis mit Durchmesser JX'. Aus analogen Griinden liegen auch die beiden Punkte By und C
auf diesem Kreis und inshesondere haben wir nunmehr einen Kreis gefunden, auf dem alle vier

der Punkte As, By, Cy und J liegen. C



Aufgabe 1

In der Ebene liegen zwei konzentrische Kreise mit den Radien 7, =13 und r, =8.

Es sei AB ein Durchmesser des grofleren Kreises und BC eine seiner Sehnen, die den kleineren
Kreis im Punkt D beriihrt.
Man berechne die Linge der Strecke AD.

Losung: Die beiden moglichen Lagen von D C
sind symmetrisch zur Geraden (AB), so dass
es ausreicht, den Fall zu betrachten, bei dem
das Dreieck ABD gegen den Uhrzeigersinn
orientiert ist (siehe Figur). Der gemeinsame ‘
Mittelpunkt der beiden Kreise sei mit M 7>
bezeichnet. Weil der Beriihrradius MD auf
der Tangente BC senkrecht steht, ist MBD
rechtwinklig, so dass aus dem Satz des M

A B
Pythagoras
|BD|" =|MB|" —|MD| =1’ -1} =169-64 =105 folgt.
Nach dem Satz des Thales ist <ACB =90°. Da wegen XACB =<MDB =90° und des
gemeinsamen Winkels <<DBM =< CBA die Dreiecke ABC und MBD ihnlich sind, und da
|MB|=r, =|MA| gilt, ist auch |DC|=|BD|=~/105 sowie |CA|=2:|DM|=16. Damit sind die
Lingen der Katheten im rechtwinkligen Dreieck ADC bekannt und es folgt
|AD|=+105+16" =+/361=19. Die Seite AD hat also die Léange 19.

Hinweise: Zahlreiche andere Losungswege sind moglich. Weil die Aufgabe recht einfach ist, mussten auch fiir Fehler
im letzten Rechenschritt (Beispiele: /360, /461 oder sogar v361 = 18,5 ) Punkte abgezogen werden.

Aufgabe 2
Eine Menge A von ganzen Zahlen heil3t zuldssig, wenn sie folgende Eigenschaft hat:
Fiir x,ye A (x=y isterlaubt) gilt x> +kxy+ y> € A fiir jede ganze Zahl k.
Man bestimme alle Paare m,n von Null verschiedener ganzer Zahlen, fiir welche die einzige
zuldssige Menge, die sowohl m als auch n enthilt, die Menge Z aller ganzer Zahlen ist.

b

Losung: Fiir ein Paar m,n mit ggT(ml|,|n))=d >1 ist m* + kmn+n" durch d teilbar, so dass als

Menge A auch die Menge aller ganzzahligen Vielfachen von d in Frage kommt, die das Element 1
nicht enthélt und daher von Z verschieden ist.

Nun betrachten wir Zahlen m,n mit ggT(|m n|) =1. Fiir diese gilt auch ggT(m*,n*)=1. Daher

folgt aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus oder aus dem kleinen Satz von Fermat, dass es
ganze Zahlen r und s gibt mit rm’ +sn> =1. AuBerdem ist fiir x= y =m ersichtlich, dass

(2+k)m* e A, d.h. jedes ganzzahlige Vielfache von m” in A liegt — entsprechend liegt jedes
ganzzahlige Vielfache von n® in A. Und fiir k=2 ergibt sich, dass fiir alle x,ye A auch (x+ y)2

in A liegt. Also liegen rm*, sn* und folglich (rm” +sn”)* =1°=1in A.



Aufgabe 3
Es sei n eine positive natiirliche Zahl. Im Folgenden betrachten wir Paare von Elementen der
Menge {1, 2,...,n} , die jeweils kein gemeinsames Element haben.

Man bestimme mit Beweis die groBtmogliche Anzahl solcher Paare, fiir welche die Summen ihrer
Elemente paarweise verschieden und nicht groBer als n sind.
(Zum Beispiel sind (1;9), (2;7) und (3;5) fiir n =10 drei mogliche Paare.)

Losung: Es sei k£ die Anzahl moglicher Paare. Dann ldsst sich die Summe S der in ihnen
vorkommenden 2k Zahlen in zwei Richtungen abschitzen:
S>1+2+...+42k =k(2k +1) (alle Zahlen sind verschieden) und

S<n+(n-D+..+(n—-k+1)=nk—5k(k—1) (alle Summen sind verschieden und <n).

Dies liefert fiir n >3 wegen k >0 nach Division durch k die Ungleichung 2k +1<n—1(k—1), aus
der k <2+ folgt. Es gibt also hdchstens L%_[ mogliche Paare

(|_x_| bezeichnet die groBte ganze Zahl < x). Fiir n < 3 ist offensichtlich k£ =0.

Nun geben wir fiir 7> 3 eine Konstruktion mit genau | 2= | Paaren an. Dazu sei zunichst

n=5m+3, also k =2m+1. Die folgende Tabelle zeigt die Paare und ihre Summen, wobei fiir
kleine m manche Spalten wegen Doppeldeutigkeit der Terme gestrichen werden miissen:

p 3m+1 3m .. 2m+2 dm+2 4dm+1 ... 3m+3 3m+2
aar 2 4 . 2m 1 3 | 2me1 | 2ml
Summe | 3m+3 3m+4 .. 4dm+2 4m+3 dm+4 ... Sm+2 Sm+3

Die 2m+1 Paare enthalten alle Zahlen von 1 bis 4m + 2 ; ihre Summen gehen von 3m+3 bis
Sm+3 und sind offensichtlich verschieden und nicht grofer als n.
Dieselbe Konstruktion funktioniert auch fiir n=5m+4 und n=5m+5 (m >0), weil hier wieder

k=2m+1 ist. Fiir n=5m+2 ist k =2m ausreichend. Daher kann hier die letzte Spalte der Tabelle
einfach weggelassen werden. Fiir n =5m+1 ist ebenfalls k =2m und wir lassen wieder die letzte
Spalte der Tabelle weg und vermindern auBlerdem jede obere Zahl in der ersten Reihe um 1. So sind
wiederum alle Bedingungen erfiillt.

Hinweis: Viele Teilnehmer haben sich von dem Beispiel verleiten lassen, k = Ln / 3J als maximale Anzahl

anzunehmen. Wer allerdings fiir n =8 die drei(!) Paare (2;4), (1;6), (3;5) oder (1;5), (3;4), (2;6) entdeckt hatte, war
gegen diese Abschitzung immun. Das selten aufgetretene Missverstindnis der Formulierung ,,jeweils kein
gemeinsames Element* in dem Sinne, dass Paare (x;x) erlaubt seien, fiihrt auf ein triviales Problem, dessen Losung nur
mit einer bescheidenen Punktzahl honoriert worden ist.



