Auswahlwettbewerb

zur Internationalen

Bildung & Begabung athematik-

Aufgabe 1. Die Zentralbank von Stkinien pragt Minzen im Wert von 11 und 12 Kulotnik. Bei
einem Binbruch haben 11 sikinische Ganoven einen Tresor geknackt und Minzen im Gesamtwert
von 5940 Kulotnik erbeutet. Sie versuchen fir eine Weile, die Beute gerecht unter sich aufzuteilen
— also so, dass jeder gleich viel erhdlt — aber es will thnen nicht gelingen; nach einer Weile
behauptet thr Anfithrer, sich iberlegt zu haben, dass dies tatsdchlich nicht maoglich ist.

Man beweise, dass sie ketne Minze im Wert von 12 Kulotnik erbeutet haben.

Lésung. Die Ganoven mogen a Miinzen im Wert von 11 Kulotnik und & Miinzen im Wert von
12 Kulotnik erbeutet haben. Dabei sind @ und b zwei nichtnegative ganze Zahlen mit

11a +12b = 5940 = 11 - 540 = 12 - 495. (1)

Wir nehmen nun b > 0 an und versuchen, eine gerechte Aufteilung der Beute auf die Ganoven
zu finden.
Nach (1) ist 11a = 12 - (495 — b}, d.h. 11a ist durch 12 teilbar. Nachdem 11 und 12 teilerfremd
sind, ist folglich auch a ein Vielfaches von 12 und demnach kénnen die Ganoven die erbeuteten
11-Kulotnik-Stiicke in {5 Sickchen verteilen, von denen jedes 12 - 11 = 132 Kulotnik enth&ls.
Analog impliziert (1) die Gleichung 126 = 11 - (540 — a) und mithin ist 12b durch 11 teilbar.
Wie vorhin zeigt dies, dass auch b durch 11 teilbar ist. Da wir b > 0 angenommen haben, kann
sich jeder der Ganoven eine Miinze im Wert von 12 Kulotnik nehmen, und die Anzahl & — 11
der iibrigen 12-Kulotnik—Stiicke ist immer noch durch 11 teilbar, weshalb sich diese in % —1
S#ckchen aufteilen lassen, die ebenfalls je 11 - 12 = 132 Kulotnik enthalten.
Wegen

5940 — 11 - 12 = 5808 = 132 - 44

befindet sich der noch nicht verteilte Rest der Beute nunmehr in 44 = 11 - 4 S#ckchen zu je 132
Kulotnik. Wenn sich nun jeder der 11 Ganoven 4 dieser Sickchen nimmt haben sie insgesamt
die Beute gerecht geteilt. Doch da ihr Anfithrer beweisen konnte, dass dies gar nicht méglich
ist, muss unsere Annahme b > 0 falsch gewesen sein: Anders ausgedriickt lag tatsdchlich keine
Miinze im Wert von 12 Kulotnik im Tresor. 1

Bemerkung. Manche Teilnehmer ersannen fiir die Ganoven duBerst findige Spitznamen: Bank-
rduber, Piraten, Gangster, Banditen, Gauner, Kriminelle, Straftdter, Diebe.

Aufgabe 2. Es sei ABC'D ein konvexes Sehnenviereck mit |AD| = |BD)|. Seine Diagonalen AC
und BD mogen sich in E schneiden. Der Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks BOE heifie 1.
Der Umkreis des Dreiecks BIE schneide das Innere der Strecke AE im Punkt N.

Man beweise, dass

|AN|-|NC| = |CD| - |BN].

Losung. Setzt man ¢ = X DAB, so muss auch x ABD = ¢ sein, denn das Dreieck ABD
wurde als gleichschenklig vorausgesetzt. Hieraus ergibt sich & BDA = 180° — 2¢ und mit Hilfe
des Peripheriewinkelsatzes folgt ¥ BOE = x BCA = 180° — 2.
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Als nichstes wollen wir den Winkel BIE durch ¢ ausdriicken: Da die Geraden BI und K1
Winkelhalbierende im Dreieck BC' F sind, ist

% BIE = 180° — (X IEB + ¥ EBI) = 90° + 1(180° — x CEB + x EBC) = 90° + 1% BCE,
wag mit vorigem verbunden
¥ BIE = 90° + 3(180° — 2¢) = 180° — ¢

liefert.

Nachdem BIFEN ein konvexes Sehnenviereck ist, impliziert dies «x CN B = . Da nach Periphe-
riewinkelsatz iiber der Sehne AD auch £ ACD = ¢ gilt, muss demnach CD | BN sein.

Man verlingere nun die Strecke BN iiber N hinaus, bis sie den Umbkreis des Vierecks ABC'D er-
neut in Q schneidet. Indem wir den Peripheriewinkelsatz tiber der Sehne BD anwenden, erhalten
wir £ DOB = ¢, was wiederum CN || @D nach sich zieht.

Da die beiden Paare gegeniiberliegender Seiten des Vierecks CN@QD also jeweils parallel sind,
muss es sich bei diesem um ein Parallelogramm handeln. Mithin ist |0 D] = |[N@Q| und sobald
man dies in die aus dem Sehnensatz folgende Gleichung

|AN|-[NC| = |BN|-|NQ|

eintrigt hat man die Behauptung bewiesen. ([l

Bemerkung. Man kann beweisen, dass sich in der Figur die beiden Kreise beriihren.

Aufgabe 3. Fs sei a; < as < ... eine monoton steigende Folge positiver ganzer Zahlen. Eine
positive ganze Zahl n heifit verlisslich, wenn es einen positiven ganzzahligen Index i mit n = ai
gibt.

Man beweise: Wenn 2013 verldsslich ist, dann ist auch 20 verldsslich.

Losung. Wenn 2013 verldsslich ist, gibt es einen positiven ganzzahligen Index 7 mit 7 = 2013a; =
20a;. Insbesondere ist die Menge S aller positiven ganzen Zahlen s, fiir die s = 20a, gilt, nicht
leer. Somit enthalt S ein kleinstes Element 7, und dieses erfiillt einerseits

j = 20ay (2)

und andererseits {7 — 1) ¢ S. Letateres bedeutet, dass entweder 7 = 1 sein muss, oder 7 > 1
und 7 — 1 < 20a;_4. Wegen a; > 1 folgt aus (2) jedoch § = 20, was die erste dieser beiden
Alternativen ausschliefit; demnach muss j < 20a;_, sein und in Verbindung mit (2) erhalten wir
die Ungleichungskette

Jj = 20a; = 20a;_4 = 3.

Diese kann nicht anders bestehen als dass tiberall Gleichheit gilt. Wegen 7 = 20a; bezeugt der
Index 7, dass 20 wie behauptet verlasslich ist. 1

Bemerkung. Es &ndert sich nichts, wenn man in der Aufgabenstellung die Zahlen 2013 und 20
durch zwei beliebige positive ganze Zahlen r und s mit r > s ersetzt.
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Aufgabe 1
Eine natiirliche Zahl » habe die folgende Eigenschaft:

Fiir beliebige reelle Zahlen a;,a,,...,a,, die sowohl g, +a, +...+a, =2013 als auch 0<q, <1
fir i =1,2,...,d erfiillen, existiert eine Zerlegung der Menge dieser reeller Zahlen in n

paarweise disjunkte Teilmengen (von denen einige leer sein diirfen), so dass die Summe der
Zahlen in jeder Teilmenge hochstens 1 betrigt.
Man bestimme die kleinste Zahl # mit dieser Eigenschaft.

Lésung: Die kleinste Zahl » mit dieser Eigenschaft ist 4025.
Wir zeigen zunichst r>4025 . Dazu wihlen wir d =4025 sowie q, =. =203 -,

Dann ist @ +...+ @y, =2013 und wegen @, +a, =352 > 1 fur alle 1 <i # j <4025 werden

hier 4025 Teilmengen bendtigt.

Nun zeigen wir 1 <4025 . Dazu fithren wir eine Fallunterscheidung nach o durch.

Fir d <4025 erhalt jedes a, seine eigene Teilmenge. Damit sind alle Teilmengen, von denen
einige leer sein diirfen, disjunkt und haben Elementsummen von héchstens 1.

For d > 4025 miissen zwei Zahlen a, und a, existieren mit &, +a, <1. Andernfalls wire

schon in der Summe (a, +a,) +{a; +a,) +... (@, s +a,4,,) jede Klammer grofer als 1 und
die Summe aller a; groBer als 2013, Widerspruch! Somit kénnen wir a, und a, durch
a, =a, +a, ersetzen und erhalten eine Menge mit ¢ —1 Elementen, die alle Bedingungen

erfullt. Dieser Schritt kann wiederholt werden, bis die Ersetzung eine Menge mit 4025
Elementen liefert. Fur diese und damit auch fir die Ausgangsmenge existiert die gewiinschte
Aufteilung. Damit ist alles gezeigt.

Hinweis: Einige der @, dirfen durchaus gleich sein; zwei Teilmengen sind dann disjunkt, wenn sie nicht
dasselbe Element (bezogen auf die Nummerierung) enthalten. Die Aufgabenstellung lief} viele Losungswege zu.

Aufgabe 2
Es sei Z" die Menge der positiven ganzen Zahlen.
Man bestimme alle Funktionen f:Z' — 7" mit der Eigenschaft, dass fur alle positiven

ganzen Zahlen m und » gilt: m* + £ (n)|mf (m) + 1.

Lésung: Fir eine beliebige positive ganze Zahl n wihlen wir m so, dass [ (n)|m gilt. Dann
folgt f(m)|nr" + f(r1) und f(n)|n#(m)+n Weil m durch f(n) teilbar ist, muss auch # durch
f(n) teilbar sein. Es gilt also f(n)ln, das bedeutet f(n)<n firalle neZ".

1,also f(1)=1.

Wir nehmen weiter an, es gibe ein m < Z" mit f(m) <m.Mit =1 erhalten wir

m +1|ny”(m)+ 1, andererseits gilt dann O <myf () +1 < m® +1, so dass #7 +1 kein Teiler von

myf (m)+1 sein kann — Widerspruch! Also gilt f(#2) = m und mit dem oberen folgt f(w)=n
fiir alle e 7" . Einsetzen bestatigt tiber 72 +n=n" +f(n)|rf(n) +n=n"+n, dass diese

Daraus folgt insbesondere f(1)

Funktion tatsichlich die — daher — einzige Losung ist.

Hinweis: Eine hiufige Fehlerquelle war die Annahme spezieller Voraussetzungen (z.B. m prim oder n> 2
usw.), die im spiteren Beweisgang zugunsten von m,n € 7" vergessen® wurden.
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Aufgabe 3
In einem spitzwinkligen Dreieck ABC seien die Innenwinkel ¢, 3, wie tblich bezeichnet.

Ferner seien der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von ¢ und BC mit D sowie der
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von £ und AC mit E bezeichnet.

Nun wird dem Viereck ABDE eine Raute so einbeschrieben, dass alle Eckpunkte dieser Raute
auf verschiedenen Seiten des Vierecks liegen. In dieser Raute seien die nicht-stumpfen
Innenwinkel mit ¢ bezeichnet. Man beweise, dass ¢ <max(¢, ) gilt.

Lsung: Die Ecken der Raute werden mit K (K € AE), L
(LeAB),M (M € BD)und N (N € DE) benannt. Mit /\
d(X,YZ) sei der Abstand eines Punktes_ X von einer /
Geraden YZ bezeichnet. Weil D und E auf den jeweiligen /
Winkelhalbierenden liegen, gilt d(D, AB) =d(D, AC), \
d(E,AB)=d(E,BC) und d(D,BC)=d(E,AC)=0, woraus / \
d(D, AC)+d(D,BC) = d(D, AB) und g e P
d(E,AC)+d(E, BC) = d(E, AB) folgt. Ko LY |
Weil N auf der Strecke DE liegt und weil sich in der // . Py
Gleichung d(X, ACY+d(X,BC)=d(X,AB), wenn X lings Aa Sh .t Bl
der Strecke DE wandert, alle Terme nur linear dndern, folgt
aus den beiden oberen Beziehungen auch fiir V:

d(N, AC)+d(N,BC)=d(N, AB) (1).

Mit den Bezeichnungen der Figur gilt d(V, AC) =s-sinu und d(N,BC)=s-sinv. Weil die
Raute KILMN ganz in einer der Halbebenen beziiglich AB liegt, erhalten wir aus ihrer
Parallelogrammeigenschaft

AN, ABY=d(N, AB)+d(L. AB) =d(K.AB)+d (M, AB) = s(sin& +sing) .

Mit (1) folgt sin g+sinv =sind +sine (2).

Aus der Annahme @ > max(e, 3) wiirde wegen pu+@=<CKL=c+48 direkt
H=a—@+5<6 und analog v <& folgen. Wegen KL || MN gilt =6 +v.also

8§ < B<90°. Entsprechend folgt & <90°. So erhalten wir sin < sin§ und sinv <sing, im
Widerspruch zu (2). Also gilt ¢ < max(c, ).

Hinweis: Eine reine Winkeljagd fuhrt nicht zum Ziel. Die Lage der Raute ist — entgegen der Meinung einiger
Teilnchmer — nicht eindeutig bestimmt. Gleichheit gilt nur fir o= .



