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Aufgabe 1

Man bestimme die kleinste positive ganze Zahl n, fiir die es ein Polynom
P(X) =g, X 4 a0p 1 X 14 4 a1 X +ag
mit reellen Koeffizienten gibt, das die beiden folgenden Eigenschaften aufweist:
e Fari=0,1,...,2n glt 2014 < a; < 2015.
o Es gibt eine reelle Zahl £ mit P(£) = 0.

Lésung: Hs ist n = 2014. Zunichst definiere fiir eine spezielle Wahl der Koeffizienten a;, nimlich 2014 fiir gerades
k und 2015 fir ungerades k, das Polynom Q,,(X) = 2014 X" +2015X2" 142014 X% 21 1+ 2015X +2014. Es
ist Qap14(—1) = 0, die gesuchte Zahl ist also h&chstens 2014. Es bleibt zu zeigen, dass P(X) fiir n < 2013 keine
reelle Nullstelle hat. Fir > 0 ist P(z) > ag > 0, da die Koeflizienten positiv sind; fiir z < 0ist P(z) > Q. (z),
da z® fiir gerades k positiv ist, also agz® > 20142*, und 2* fiir ungerades k negativ ist, also agaz® > 20152%. Es
bleibt zu zeigen, dass Qp(z) > 0 fiir m < 2013.

1. Beweis: Man rechnet nach, dass fiir reelles z gilt

m—1

Qm(@) =1007( " (@* +2"+1)?) + (Z(x”“ﬂ #2n= L 1)) 4 (1007 - 2 4 1),

r=0

Die Summanden der ersten Summe sind als Quadrate nicht negativ. Da 2t + 1 [iir alle k& > 0 positiv bzw. 0
bzw. negativ ist fir ¢ > —1 bzw. x = —1 bzw. x < —1, sind die Summanden in der zweiten Summe nicht negativ.
Damit ist far z < 0 und m < 2013:

1\3\H

P() 2 Qulz) > (1007 - )@ +1) >

2. Beweis (mit Analysis): Definiere fiir z < 0 die reelle Funktion fi.(z) = (22 — 1)Qm(z) = 2014(z?™+2 -
1) + 2015z (z2™ — 1). Die zweite Ableitung f7,(z) = 2(2m + 1)(2014(m + 1)22™ + 2015ma?™~1) hat die einzige
negative Nullstelle z,,, = % > —1 fir m < 2013, und es ist
P (20) = 2014(2m + 2)227 T 1 2015(2m + 1).#”’“ — 2015 =
= (2014(2m + 2z, + 2015(2m + 1))22™ — 2015 = 2015 - 2™ — 2015 < 0,

Fiir £ < &, bzw. T, < x < 0 wichst bzw. fillt f streng monoton, da die Ableitung f/ positiv bzw. negativ
ist; daher hat f!, fir z < 0 ein globales Maximum beil * = x,, und ist negativ fiir alle z < 0. Daher fillt f,
streng monaton, ist also wegen fo,(—1) = 0 positiv fiir £ > —1 und negativ fiir ¢ < —1. Somit ist Q,,(r) positiv

fiir z £ —1; fiir z = —1 ergibt sich direkt Qn(—1) = 2014 — m > 0.
Bemerkungen:

1. Die Polynomfunktion P(z) kann keine reellen Nullstellen auerhalb des Intervalls | — 2038 2017 hahep,

2. Oftmals wurden Summanden gz (z) = 201422%4-201522*~1 von Q,,(z) fiir einzelne k isoliert betrachtet und
fehlerhaft gegen gn(—1) abgeschitzt. Wie man durch Ableiten zeigt, wichst bzw. fallt g streng monoton

fir 0 >z > 7% bzw. z < 7% Daraus folgt gp(z) > gr(—1) fiir & < 1007 und z < —1

oder fiir & > 1007 und —1 > z > 0. Damit kann man auf diese Weise Q,,(z) > Qp(—1) nur fir z < —1
und e < 1007 nachwelsen.
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Aufgabe 2

Eine positive ganze Zahl n heifit neckisch, wenn man sie in der Form n = a® 4+ b mit zwel ganzen Zahlen a,b > 2
schreiben kann.

Man entscheide, ob es 102 aufeinanderfolgende positive ganze Zahlen gibt, von denen genau 100 neckisch sind.

Lisung: Es gibt solche Zahlen. Fiir eine positive ganze Zahl m sei f(m) die Anzahl der neckischen Zahlen unter
den 102 aufeinander folgenden Zahlen me,m+1,m+2,...,m+ 101. Es sel N das kleinste gemeinsame Vielfache
der Zahlen 2,3,4,...,101. Dann ist f(2V) > 100, da fiir alle b = 2,3,...,101 gilt: 2V +& = (ZN/b)b 4 b ist
neckisch. Somit gibt es auch eine kleinste positive Zahl M mit (M) > 100. Offenbar ist M < 2V, Andererseits
gilt M > 1 (und M — 1 ist positive ganze Zahl), weil jede neckische Zahl grisfler als 5 ist, da fir a,b > 2 gilt:
a? +b > 2 4+b > 92219 =6 und somit unter den Zahlen von 1 bis 102 hdchstens 97 neckisch sind. Nun
wird f(M) = 100 bewiesen: Wire f(M) > 100, gibe es unter den Zahlen von M bis M + 101 mindestens 101
neckische, also unter denen von M bis M + 100 mindestens 100 neckische ebenso wie unter denen von M — 1
bis M + 100. Dann wire f(M — 1) > 100 im Widerspruch zur Minimalitit von M. Daher ist f(M) = 100. Die
Zahlen von M bis M + 101 erfiillen also die Bedingung.

Bemerkung: Manchmal wurde ohne Beweis vermutet, dass gewisse Zahlen m, z. B. m = 2V, nicht neckisch
sind. Dies ist aber nicht offensichtlich, da wirklich auszuschlieflen ist, dass es irgendwelche Zahlen a,b > 2 mit
m=a1h geben kann.

Aufgabe 3

Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck mit |AB| #£ |AC|. Die Mittelpunkte der Seiten AB und AC seien D
beziehungsweise F. Die Umkreise der Dreiecke BC'D und BC'E mdgen den Umbkreis des Dreiecks ADE in P
bezichungsweise () schneiden, wobei P £ D und ) # E.

Man beweise, dass |AP| = |AQ)|.

1. Lésung: Ohne Einschrankung sei [AC] > |AB|. Da D und E Mitten der Seiten AB und AC sind, ist nach
Strahlensatz DFE parallel zu BC. Im Falle £ = P oder DD = () ware CED B Sehnenviereck mit parallelen Seiten
BC und DE, alse gleichschenkliges Trapez mit |BD| = |EC|, somit |AB| = |AC/|, was aber ausgeschlossen ist.
Kann man zeigen, dass die (nicht ausgearteten) Drelecke APC und BQA &hnlich sind, folgt die Behauptung,
da wegen £ PQA = A PDA=180° - {BDP = APCB = APCA+v=4BAQ + £AED = {DPQ + £APD =
£LAPQ (unter Benutzung des Umfangswinkelsatzes) das Dreieck APQ gleichschenklig ist mit |AP| = |4Q|. —

Beweis, dass Dreiecke APC und BQ A Shnlich sind: Zunichst gilt mit Umfangswinkelsatz

ADQB =360° — LEQD — {BQFE = ADAE+ AFCB=a+y=180° - 8 =180° — LEDA = L{APE, (1)

ARPC =4DPC -~ L{DPFE=(180° - f8) —a=v=LAED = LAQD. (2)
Hieraus folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke APC und BQA:
1. Beweis: Es sei @' der eindeutig bestimmte Punkt auf derselben Seite von AC wie P, so dass Dreieck AQ/C
ghnlich zu Dreieck BQA ist. Da D und E Mitten der Seiten 4B und AC sind, sind auch die Teildreiecke AQ'E
und BQD sowie CEQ’ und ADQ dhnlich. Damit liegt @' wegen (1) und (2), also L{APE = LBQD = fAQ'E
und LEPC = £ADQA = LEQ'C, auf den Umkreisen von AEFP und C'EP, die sich in £ und P schneiden.
Q) = I ist wegen Q) # D ausgeschlossen. Damit ist @' = P, und die Dreiecke APC und BQA sind shnlich.
2. Beweis: Mit Sinussatz in ADQ und BQD gilt [AQ| : |AD| = sin{QDA : sin{AQD, |BQ| : |BD| =
sin{BDQ : sin ADQB. Mit £{BDQ = 180° — LQDA folgt |AQ| : |BQ| = sin£LDQB : sin {AQD. Analog ist
|CP|: |PA| =sin LAPE : sin {EPC. Wegen (1) und (2) sind APC und BQA dhnlich nach Merkmal sws.
2. Losung (mit Inversion am Kreis): Man invertiere an einem Kreis mit Mittelpunkt A und Radius 1. Der
Bildpunkt eines Punkts X sei mit X’ bezeichnet. Da I und E die Mitten der Seiten 4B und AC sind, sind
B’ und ¢’ die Mitten der Seiten AD7 und AE’. Die Inversion bildet den Umkreis des Dreiecks ADE auf die
Gerade I'E’ ab, damit sind P’ £ D/ und @ # B’ die zweiten Schnittpunkte der Umkreize der Dreiecke
B'C'D und B'C'E’ mit der Geraden D'E’. Da die Geraden I[VE’ und B’C’ parallel sind, liegen die Umkreise
der Dreiecke B'C'D’ und B/C'E’ symmetrisch zur Mittelsenkrechten der Strecke B’C’, insbesondere gehen die
Punkte Q' bzw. B’ bzw. P’ in E' bzw. ¢’ bzw. D’ tber. Damit ist |P'CY| = |B'D'| = |AB'| (da B’ Mitte
von AD') sowie |B'Q| = |C'E'| = |ACY| (da €' Mitte von AE") und LQ'B'D' = LP'C'E'. Daraus folgt
LABQ = 180° — LQ'B'D = 180° — £P'C'E = LAC'FP . Damit sind die Dreiecke AP'C" und AQ/B’ nach
Kongruenzsats sws kongruent. Somit ist [AP'| = |AQ'| und |AP| = 1/|4F| = 1/|4Q| = |AQ|.
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Aufgabe 1
Man bestimme alle Paare (x, y) ganzer Zahlen, welche die Gleichung

A7 130y +75° =

erfiillen.

x-y|+1 (1)

Lisang: Die Gleichung (1) ist symmetrisch in x und y, 20 dass wir zunfichst x> y annehmen
konnen und fiir x = y zu jeder Lésung (x, ¥} auch (y,x) als Losung erhalten. Mit

d=x—y =0 folgt i}’;’d?‘ +xy =d +1. Potenzieren liefert x° —dx+(—d° +4d° -3¢ -1)=0
mit der Diskriminante D=d"* —4{—d’ +4d* —3d—1) =(d—2)*(4d +1) = 0. Esist also

_d+{d-2Ed 1
2

. Fiir die Ganzzahligkeit von x muss 4d+1 eine Quadratzahl sein,

Lz

und zwar das Quadrat einer ungeraden Zahl. Der Ansatz 4d +1=(2m+1)* mit m < {0;1;2;...}
liefert d = m®+m, so dass sich x,,, =L[(w® +m)+(m° +m—2)(2m+1)] ergibt. Dies fiihrt zu
(x50 )= +2m° —m—1pe +m° —2m—1) undfiir m=1 zu

(%3, 92) = (= =1t +2m+1, -0 —2n¢ +m+1) und den Losungen (y,,x) bzw. (y,,x,) fir
m > 0. Eine Probe bestitigt, dass diese Paare tatsichlich Losungen sind.

Hinweis: Die einfachen Spezalfille wurden won den metsten Teillnehmern gefunden. Haufig wurde dann
{wergeblich) wersucht, mit Abschatrungen zu zeigen, dass es keine weiteren Lésungen gibt

Aufgabe 2

Es sei AEC ein spitzwinkliges Dreieck mit dem Umkreis & und dem Inkreismittelpunkt 7.
Die Orthogonale zu CT durch I schneide die Seite 5C'in UV und ¥ in V, wobei I"und 4 auf
verschiedenen Seiten von BC liegen. Die Parallele zu 47 durch U7 schneide 4 im Punkt ¥

Man beweise: Wenn die Geraden X7 und .47 orthogonal zueinander sind, dann schneidet X7 die
Seite AC in ihrem Mittelpunkt Af.

Lasang: In der Figur ist AL zunéchst nur der
Schnittpunkt von XTund AC. Nist der Schnitt-
punkt von YU und AE und ¥ der Schnittpunkt
von X7 und A5. Die halben Innenwinkel des
Dreiecks A5C sind mit a, § bzw. ¥ bezeichnet.
Wegen U =90° ist «CUT =g+ 5 und
daher <BNU =<xBAf =< BIJ = ¢, 5o dass
die Punkte E, U7, T und ¥ auf einem Kreis
liegen. Deshalb gilt /77 = IV (Sehnen zu )
und wegen X | NU folgt MY = X017,
Anwendung der Strahlensitze fithrt auf

Vi 30T N B
—=—=—=—, woraus ¥ || A7

va Al Ar FT
folgt. Also ist auch € BYV = =<BIV, s0
dass die Punkte B, I, Fund ¥ auf einem Kreis
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liegen. Daher ist <«<VBI = <Y =90°. Da die Halbierenden von Innen- und Aulenwinkel an
einer Ecke im Dreieck stets orthogonal sind, ist B} die Halbierende des AuBenwinkels bei B.
Im Sehnenviereck ABVC (Umkreis von ABC) erkennen wir daher «<VAC =<xVBC =a +y
und XACY =180°—<xVBA=180°— (@ +25+y)=a+y ., also AVAC =«xACY . Das Dreieck
AVC ist somit gleichschenklig mit der Spitze . Um nun zu zeigen, dass M der Mittelpunkt
von AC ist, reicht der Nachweis von <FMC =90°. Dazu verwenden wir in den Sehnenvier-
ecken BVTY und ABVC, dass <VIM =180° — <Y1 = <«<FBY =<FBA =180°—<xACY ist, so
dass auch VCAMT ein Sehnenviereck ist. Dies liefert «cVMC = <«<VIC =90°.

Hinweis: Einige Teilnehmer haben eine Winkeljagd versucht, die jedoch ohne eine Jagd nach Sehnenvierecken
erfolglos bleibt. Analytische Ansatze konnten nicht erfolgreich abgeschlossen werden.

Aufgabe 3

Aus zwel 2x1-Dominosteinen kann man ein Tetromino konstruieren, indem man die beiden
Dominosteine ldngs ihrer lingeren Seiten so aneinanderlegt, dass der Mittelpunkt der lingeren
Seite des einen Dominosteins ein Eckpunkt des anderen Dominosteins ist. Dabei ergeben sich
zwei hinsichtlich ihrer Orientierung verschiedene Typen von Tetrominos, die wir als S- bzw.
Z-Tetromino bezeichnen wollen.

S-Tetrominos: | Z-Tetrominos: |

Ein Gitterpunktpolygon P ist eine einfach zusammenhingende Fliche, deren Randlinien nur
auf Gitterlinien des ebenen ganzzahligen Koordinatengitters liegen. Eine Pflasterung von P
ist eine vollstindige und iiberlappungsfreie Uberdeckung von P mit Flichenstiicken, die auch
nicht teilweise aulferhalb von P liegen.

Wir nehmen nun an, dass ein Gitterpunktpolygon P nur mit S-Tetrominos gepflastert werden
kann. Man beweise: Wenn auch eine Pflasterung von P mit S- und Z-Tetrominos mdglich ist,
dann ist die Anzahl der dabei verwendeten Z-Tetrominos stets gerade.

Lasung: Wir knnen annehmen, dass P aus einem Teil der
Einheitsquadrate des ganzzahligen Koordinatengitters besteht, die
wie abgebildet eingefirbt sind. Unter dieser Farbung bedeckt
jedes S-Tetromino eine gerade Anzahl schwarzer Quadrate und
jedes Z-Tetromino eine ungerade Anzahl von diesen. Da P
vollstandig mit S-Tetrominos gepflastert werden kann, enthilt es
eine gerade Anzahl schwarzer Quadrate. Wenn also eine
Pflasterung mit S- und Z-Tetrominos moglich ist, erfordert diese
gerade Anzahl auch eine gerade Anzahl von Z-Tetrominos.

Hinweis: Es gibt weitere Farbungsansatze, z.B. mit zwei Farbungen. Das Argument, P musse vollstandig in
achsensymmetrische Teile zerlegbar sein, in denen dann zwei S-Tetrominos durch zwei Z-Tetrominos ersetzt
werden konnen, 1st wie alle Ansétze, die auf lokalen Eigenschaften von P beruhen, nicht zwingend und deckt nur
Spezialfille ab.



