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Lésungen zur 1. Auswahlklausur 2019/2020

Aufgabe 1: Die reellen Zahlen 7, 7,...,1;,, erfiillen die Bedingungen
5+t =0 (1) sowie 17 +77 +..+r5, =1 (2).

Es sei @ =min(r;,r,,...,15,,) und b=max(s,r,...,15,,). Man beweise: ab < W:() .

1. Losung: Weil wegen (2) die 7, nicht alle 0 sein und wegen (1) nicht alle das gleiche
Vorzeichen haben konnen, gilt 5>0 und a<0. Mit P={i:u, >0} und N ={i:u, <0}
sowie p=|F und n=|N| gilt p+n=2019 und aus (1) folgt

Z,Dwu = Zlcl ul _Zlc.\'ll‘l| ’ also Z el u’ - Z“\

Damit konnen wir abschitzen: Z' ul < Z bu, = bz Ll = bz Jla|=—nab (3)
sowie Dot au <l |u|=ladd u <-pab (4).
Es folgt 1= Z'__Puf + Zw u? <—=(p+n)ab=-2019ab , und damit die Behauptung.

Anstelle von (3) und (4) ist eine Losung tiber die AM-QM- bzw. die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung moglich.

u,

2. Losung: Wiederum ausgehend von b >0 und a <0 betrachten wir die folgende konvexe
Punktmenge C in der x-y-Ebene:

(i) Der untere Rand von C ist die Parabel y =x* im Bereich a<x<b.

(ii) Der obere Rand von C ist die Gerade g: y =(a+b)x—ab im Bereich a<x<bh.

Jeder der Punkte (u,,u]) liegt auf dem unteren Rand von C. Daher liegt der Schwerpunkt S
dieser 2019 Punkte, die mit gleicher Masse verschen seien, ebenfalls in C. Es gilt

S =(70,L9 _mwu, T o 2) ={0,545). Fiir g gilt an der Stelle x=0, dass y =—ab ist.

il
S darf nicht oberhalb der oberen Begrenzung liegen, woraus die Behauptung folgt.

3. Losung: (Ein Ein-Zeilen-Beweis):
0< Zi)llo(r; —a)b-r)= 2‘2319(_’;: +(b+a)r, —ab) ==1-2019ab < ab< 5.

Hinweis: Haufig wurde mit einem ,,Schiebeargument* versucht, eine Losung zu optimieren, bis die zu
zeigende Ungleichung erfuillt war. Dabei traten oft Liicken auf.

Aufgabe 2: Gegeben sei ein Dreieck ABC. Ein Kreis k geht durch 4, schneidet die Seiten 4B

und AC nochmals in den Punkten D bzw. E und schneidet die Seite BC in den Punkten /
und G, wobei F zwischen B und G liegt. Die Tangente an den Kreis durch B, D und Fin F
und die Tangente an den Kreis durch C, £ und G in G schneiden sich in einem Punkt 7% Wir
nehmen an, dass 4# T gilt. Man beweise, dass die Geraden AT und BC parallel sind.



Losung: Nach dem Sehnen-Tangentenwinkelsatz fiir die Sehne FB gilt (siehe Figur)

ZTFB =180°— ZBDF = ZFDA . Im Schnenviereck ADFG gilt daher

ZFDA=180°= ZAGF = ZCGA (kleine Bogen), analog ist ZTGB =180°— ZCGT = LGEC
und ZGEC = ZCFA (Sehnenviereck AFGE, groie Bogen). Also gilt ZTFB = ZCGA (1),
woraus ZGFT = ZAGB folgt, und ZTGB = ZCFA (2).

Damit sind die Dreiecke AFG und 7FG nach wsw kongruent, somit ihre Hohen auf der
gemeinsamen Seite FG gleich, woraus die Behauptung folgt.

Variante: Aus (1) und (2) folgt direkt, dass ZAFT = ZAGT gilt. Dies bedeutet nach der
Umkehrung des Satzes vom Sehnenviereck, dass 7 auf & liegt. Mit ZTAF = ZTGF = ZGFA
folgt die Parallelitit von 74 und FG .

Hinweis: Fiir einige Behauptungen ist eine Lagebetrachtung erforderlich, deren Fehlen einen
Punktabzug zur Folge hatte.

Aufgabe 3: Es seien m und n zwei positive ganze Zahlen. Man beweise, dass die ganze Zahl

am’ . .
m + [—1 keine Quadratzahl ist.

n

(Dabei bezeichnet |-r_] die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als x ist.)

Losung: Fiir cinen indirekten Beweis nchmen wir an, dass es cin k£ € I¥ gibt mit

m+ Pil =(m+k)*,d.h. [(Zﬂ] =(2m+k)k . Offensichtlich ist £k =21. Also hat die
n n

2

Gleichung [Ll =(c+k)k (1) eine positive ganzzahlige Losung (c,k) mit geradem ¢. Ohne
n

auf die Paritit von ¢ zu achten, betrachten wir eine solche Losung von (1) mit minimalem #.

(c—k)(c+k)<c_‘s[c'

< —] =(c+k)k entnchmen wir
n n

Aus c_‘>[ 1—1=ck+k2—12ck und

n n n

c>nk>n—k,sodass ¢=kn+r mit geeignetem 0<r <k gilt. Dies in (1) eingesetzt liefert

[C_'}[(”"”)']:k%zwuzkr{r—'} und (c+kYk = (kn+ 7+ k)k = k*n-+ 2k + k(k=r), so0
n

n n

dass I"—] =k(k—-r) (2) folgt. Dies licfert cine andere positive ganzzahlige Losung von (1)
n

mit ¢'=r und k'=k-r <k, was der Minimalitdt von k widerspricht.



2

. . 4m 3 e ..
Variante: Es sei m’ +[—] =c¢" fur eine positive ganze Zahl ¢ >m, woraus
n

Y

C=l<m’+ &n <¢” und daraus 0<c’n—m’(m+4)<n (3) folgt. Wir substituieren

n

i und

sowie m =

b X+ y
d=c’n—m’(n+4), x=c+m und y=c—m,erhalten ¢ = 2}

schreiben (3) damit um: (%) n—(x;y) (n+4)=d bzw. X’ —(n+2)xy+y’ +d =0 (4)

mit 0 <d <n. Wir wihlen fiir festes n und d ein ganzzahliges Losungspaar (x, y), fur das
x+y minimal ist. Wegen der Symmetrie von (4) konnen wir dabei x> y >1 annchmen. Wie
oben ldsst sich auch hier eine weitere Losung (z, ) finden, fir die z <x ist— Widerspruch!

Hinweis: Wer ,,Vieta jumping" kennt, kann auch diese Methode hier wunderbar anwenden.

Diese Aufgabe war die schwerste der Klausur und wurde von keinem Teilnehmer vollstindig gelost.
Relativ hiaufig auftretende Fehler: rationale Quadratzahlen wurden mit ganzen Quadratzahlen
verwechselt, ebenso die obere mit der unteren Gaullklammer verwechselt, aus der GauBklammer
wurden Faktoren herausgezogen oder mit ihr wurde Restklassenrechnung betrieben.

LAsungen zur 2. Auswahlklausur 2019/2020

Aufgabe 1. Ein Pirat moéchte einen Schatz, bestehend aus 1000 Goldmiinzen, die jeweils
mindestens 1¢ und zusammen genau 2 kg wiegen, in zwei Teile aufteilen, die in ihrer Masse
jeweils um hochstens 1 g von 1 kg abweichen. Beweisen Sie, dass dies moglich ist.

1. Losung (Volistandige Induktion). Die Massen der 1000 Miinzen in Gramm, in aufsteigender
Reihenfolge geordnet, seien mit my < my < - -+ < mypgo bezeichnet. Wir beweisen nun zunichst
mit vollstandiger Induktion nach ¢ = 1,..., 1000 die folgende Aussage.

Lemma. Fir alle 1 < £ < 1000 und jede reelle Zahl 0 < z < 2+Zf=l m; existiert eine (potentiell
leere) Teilmenge I C {1,2....,£}, sodass .., m, € [z — 2,2] gilt.

Es gilt 21 < 2000/1000 = 2, also ist der Induktionsanfang £ = 1 klar: falls & < 2, kénnen wir
I = 0 wahlen, ansonsten funktioniert I = {1}.

Fiir den Induktionsschritt (£ — £ + 1, wobei £ < 999) sehen wir, dass fiir » < zf:l m; nichts
zu zeigen ist. Da wir jede Menge I durch 1 U {£ + 1} ersetzen konnen, ist die Behauptung auch
fiir mey) < < mps + ZLI m; = f:,l m; erfiillt. Der Induktionssschritt ist also beendet,
aufler es gilt 2 + 25_1 m; < mygyr. In diesem Fall folgt m; > 2+ { fiir alle £ + 1 < i < 1000, was

folgende Umgleichung impliziert.

1000 £ 1000
2000 =Y "mi =Y mi+ Y mi > £+ (1000 — £)(2 + £) = 2000 + 999¢ —
i=1 i=1 i={+1

Damit folgt £ > 999, ein Widerspruch, was den Beweis des Lemmas abschliefit. B

Wir wenden das Lemma nun auf £ = 1000 und x = 1001 an. Dadurch wird ersichtlich, dass eine
Teilmenge I C {1,2,..., 1000} existiert, fiir die Y., ; € [999,1001] gilt. Wegen 3!"m; =

2000 gilt auch 3, “. IO'O()}\ ;i € [999,1001], und die Aufteilung der Miinzen, die der Z;rlcgung

{1,..., 1000} = TU ({1,..., 1000}\1)
entspricht, erfiillt die Behauptung. O

2. Losung (Greedy-Algorithmus). Wir verwenden die gleiche Notation wie in der ersten Losung.
Der Pirat verteilt die Miinzen nach folgendem Verfahren: Er legt alle Miinzen, in absteigender
Reihenfolge ihrer Massen (also beginnend mit der schwersten Miinze mit Masse mjg00), nach
und nach auf zwei Haufen H, und H,, wobei er jede Miinze auf denjenigen Haufen legt, der zu
diesem Zeitpunkt leichter ist; bei eine Gleichgewicht wihlt er einen beliebigen Haufen aus.

Wir behaupten, dass keiner der beiden Haufen jemals mehr als 1001 Gramm wiegt.

Angenommen, nach dem Hinzulegen der kten Miinze mit Masse 91— ist doch einer der
. .1 2 . 000
Haufen schwerer als 1001 Gramm. Vor diesem Schritt wogen beide Hanfen zusammen 21!:“",2_ un



Gramm, und da die Miinze auf den leichteren Haufen gelegt wurde, folgt

1 1000
mypp1—k + 5 Z m,; > 1001
i=1002—k
1 Lo 1001k
mypo1—k + 3 Z m; > 1001 + 3 Z m;
i=1 i=1
1000k

1 1
§m|uu|_k+1000 > 1001-*-5 ; m;

1000k
M-k > 24 3 my =2+ 1000 — k = 1002 — k.
i=1
Damit folgt nun
1000 1000k 1000
2000 = Zm, = ( Z m.-) +( Z m.,)
i=1 i=1 i=1001—k

> 1000 — k& + k- mypo1—k
> 1000 — k + k(1002 — &),

also folgt f(k) = —k? 41001k — 1000 < 0, was wegen f(k) = (k—1)(1000—k) und 1 < k < 1000
jedoch ein Widerspruch ist.

Also stimmt die Behauptung, und auch nach dem Verteilen der leichtesten Miinze mit Masse
my wiegen beide Haufen nicht mehr als 1001 Gramm. Da sie zusammen 2000 Gramm wiegen,
muss damit jeder Haufen mindestens 999 Gramm wiegen, und wir haben eine Verteilung wie
gefordert gefunden. O

3. Losung (Schubfachprinzip). Wir verwenden wieder die gleiche Notation wie in der ersten
Losung. Wegen mygpp = 2 > 1 gilt my + - -+ + magge < 1999, und die 1000 Summen

O,my,my +mo,...,my +ma+---+ Mggg
liegen jeweils in genau einem der 1000 Schubfacher

10, 1) U [1000, 1001),
11,2) U [1001, 1002),

(998, 999) U [1998, 1999),
(999, 1000)

Falls eine der Summen im letzten Schubfach [999, 1000) liegt, sind wir fertig, ansonsten liegen
zwei Summen im gleichen Schubfach [k, &+ 1) U[1000 + &, 1001 + &) (fiir ein festes 0 < k& < 998).
Da nach Voraussetzung m; > 1 gilt, liegt eine der Summen im Intervall [k, k+ 1) und die andere

in [1000 + k, 1001 + k), die Differenz m;+1 +mis2 + - 4+ m; der beiden Summen liegt somit im
Intervall (999, 1001) und liefert daher eine Verteilung wie gewiinscht. O

Aufgabe 2. Es seien ein Dreieck ABC mit Umkreis © sowie Punkte Ay, B} und €} auf den
Dreiecksseiten BC,CA und AB gegeben, sodass die drei Geraden AA;, BB, und C'C} einen
Punkt P gemeinsam haben.

Es ist zu zeigen, dass hochstens zwei der drei Spiegelpunkte von P bei Punktspiegelung an A,
By, bzw. Cy auierhalb von € liegen.

Lésung. Wegen {BPC + LCPA + £LAPB = 360° = (180° — £LBAC) + (180° — LCBA) +
(180° = LACB) diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annchmen, dass LAPB <
180° — LACB gilt. Da P im Inneren des Dreiecks ABC liegt, gilt LAPB > LACB, woraus
LAPB € [£ACB,180° — £ACB] und damit sin LAPB > sin LACB folgt.

Es seien Az, B> und C5 die im Aufgabentext beschriebenen Spiegelpunkte, sowie Az, B; und Cy
die zweiten Schnittpunkte der Geraden AP, BP und C' P mit 2. Wir werden nun beweisen, dass

mindestens eines der Verhiltnisse Tlfl—"’-"-l und J%’Ll nicht grofer als 1 ist, woraus die Behauptung
folgt. - .




Dazu rechnen wir unter Ausnutzung des Sinussatzes,
|PA|  |PAY| ' [A1B| (») sinLCBP |4 A| sindCBP sinLACB

A5 |[AMB| [AiAs sindAPB [A,C| sm4APB sindPAC’
wobei wir im Schritt (#) die Gleichung |A;B|-|A,C| = |A; A| - | A As| verwendet haben, die aus
dem Sehnensatz folgt. Analog zeigt man nun auch
[PBi| _ sin{PAC sin{ACB
|B\B;|  sin{APB sin{CBP’
und durch Multiplikation beider Gleichungen folgt schlieBlich

[PAi| [PBi| _ (sin£ACB)* -
[A1A3| [BiBs| (sinAPB)? =

was die Behauptung impliziert. O

Anmerkung: Viele der Teilnehmenden haben statt der eigentlich gestellten Aufgabe das (deut-
lich einfachere) Problem geldst, in dem P an den drei Seiten des Dreiecks statt an den Punk-
ten Ay, By, und ) gespiegelt wird, und gezeigt, dass mindestens einer der resultierenden
Spiegelpunkte nicht auflerhalb des Dreiecks liegt.

Aufgabe 3. Es sei ¢ > 0 gegeben. Zeigen Sie, dass es ganze Zahlen a,b und ¢ gibt, die nicht
alle 0 sind, sodass die Ungleichung |a.\/§ +bV3 + C\/gl < & erfiillt ist.

Beweisen Sie auflerdem, dass in jedem Tripel (a,b,¢) # (0,0,0) ganzer Zahlen, fir das diese
Ungleichung gilt, mindestens einer der Absolutbetriige |al, [b], |c| grofer als £=/3/1/30 ist.

Lésung. Im ersten Beweis des ersten Teils bezeichnen wir fiir eine reelle Zahl z sei [z] die grofite
ganze Zahl, die nicht grofer als o ist (GauB-Klammer), die Zahl (z) := = — [z] € [0,1) wird als
als gebrochener Anteil von x bezeichnet.

Wir wihlen eine ganze Zahl n > /27!, Nach dem Schubfachprinzip existieren verschiedene
Indizes i,j € {0,1,d...,n}, sodass (iv/6) und (j/6) im gleichen der n Intervalle

DY
n n'n n
liegen. Dann existiert eine ganze Zahl a, sodass |a — (iV6 — jv/6)| < 1/n gilt. Daraus folgt

durch Multiplikation mit v/2, fiir b := 2(j — i), die Ungleichung |av’2 + bv/3| < V2/n < ¢, was
mit ¢ = 0 auf die Ungleichung im Aufgabentext fithrt.

Der zweite Beweis kommt ohne das Schubfachprinzip aus: Wegen 0 < v/6—2 < 1 finden wir eine
positive ganze Zahl k, sodass X = (V6 — 2)* € (0,/v/3). Offenbar gibt es von 0 verschiedene
ganze Zahlen ag, by, sodass X = ap\V/6 + bg. Wir setzen nun a = 3ag, b = by, ¢ = 0, dann gilt

lav2 4 bV3 + ev/5| = |[V3(agV3vV2 + by)| = V3X < <.

Anmerkung: es ist auch moglich, diesen Teil der Aufgabe in wenigen Zeilen aus dem Dirich-
letschen Approximationssatz oder dem Gitterpunktsatz von Minkowski herzuleiten. Bei der
Korrektur wurde aber Wert darauf gelegt, dass diese Siatze genau zitiert wurden.



Fiir den (schwierigeren) zweiten Teil der Aufgabe nehmen wir an, dass a. b und ¢ die Ungleichung
erfilllen. Wir berechnen zunichst. dass es sich beim folgenden Ausdruck um eine ganze Zahl

handelt.

(a\/i +bV3 + c\/§) (a\/§ —bV3 - c\/5) (a\/i +bv3 - C\/E) (u\/i -3+ L-\/E_))

(202 — (3b* + 2V/15bc + 5(:2)) (2a2 — (3% — 2V/15bc + 5(:2))
= (2a® - 36 — 5¢%)% — 60b°?

Z

Diese Zahl ist von 0 verschieden, denn ansonsten ware 60 das Quadrat einer rationalen Zahl,
was aufgrund der eindeutigen Primfaktorzerlegung positiver ganzer Zahlen aber nicht der Fall
ist. Damit gilt |Z| > 1. Andererseits lisst sich |Z| wie folgt nach oben abschitzen

|Z] < Ia\/§+l)\/§+c\/:')|-(Ial\/§+Ibl\./l-3+|c[\/‘-5)3
< s((2+3+5)"~l'-(az+b2+c2)§)3

; 3
< (s‘/u\/w-\/:}- max(|a|,|b|.|c])) ,
Nach

wobei wir im zweiten Schritt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz verwendet haben.
O

Umstellung folgt die Behauptung.



