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Aufgabe 1: Zwei natlrliche Zahlen, von denen die eine durch Ziffernpermutationen aus der anderen
entsteht, haben die Summe 99...9 (lauter Neunen). Ist dies mdglich, wenn jede der Zahlen

a) 1999 Stellen hat,
b) 2000 Stellen hat?

Erlauterung: Die Aussagen Uber Ziffern und Stellenzahl beziehen sich auf die Dezimaldarstellung der
vorkommenden Zahlen.

Antwort: Im Fall a) ist dies nicht moglich, im Fall b) ist dies moglich.
Beweis:

zu a) Es wird allgemeiner bewiesen, dass dies nicht moglich ist, wenn die Stellenzahl der betrachteten
Zahlen ungerade ist. Insbesondere ist es dann flir die ungerade Stellenzahl 1999 nicht mdglich:

Gegeben seien zwei n-stelligen Zahlen, die obige Eigenschaften erfillen. Sie seien mit a und b
bezeichnet, ihre Ziffern mit a4, a,, ...a, bzw. mit by, by, ... , b,. Wie in der Schule Ublich kbnnen
wir also schreiben:

dn, ap.-1 aAp.2 ... a,i aj-1 .. a, aj;

+ ) Pn F)n-l F)n-z . b| F)i-l . Pz Pl
Upsr Un Up-1 Up.o o U; Ui.1 ... U, Uz

Gy 9 9 9 ... 9 9 ... 9 9

Dabei bezeichnen wir mit (; 0 {0,1,2,...} (1<i<n+1) den "Ubertrag", der bei der Addition der i-ten
Ziffern zu berucksichtigen ist; offensichtlich ist G4 = 0.

Nach Aufgabenstellung ist aj+b;+0; = 9+100;.4 fUr alle 1<i<n. Ist nun irgendein (;=0, so ist
9+100;.1 = ajtbi+0; = a;+b; < 18. Hieraus folgt sofort U,y = 0 und a;+b; = 9. Da bereits U4 = 0 ist,
folgt durch n-faches Anwenden dieses Argumentes U..; = 0 und a;+b; = 9 fiir alle 1<i<n. Damit
hat die Zahl (a+b) genau n Ziffern 9. Nun kann verschieden weiter geschlossen werden:

Variante 1: Wir bezeichnen die Quersumme von a bzw. b mit Q(a) bzw. Q(b). Da b aus a durch
eine Ziffernpermutation entsteht, ist offensichtlich Q(a) = Q(b); fir Q(a) gilt damit notwendiger-
weise: 2[Q(a) = Q(a)+Q(b) = a4+bs+a,+b, +...+ a,+b,, = nO.

Links steht mit 2[Q(a) eine gerade Zahl, somit muss rechts mit n®@ auch eine gerade Zahl
stehen, was offensichtlich flir eine ungerade Zahl n nicht moglich ist. ¢

Variante 2: Da aj+b; = 9, ist nach Vorgabe von a; die Ziffer b; = 9-a; eindeutig bestimmt; da 9
ungerade ist, folgt auBerdem a; # b; (1<i<n). Da zudem b durch eine Ziffernpermutation aus a
entstanden ist, steht unter jeder Ziffer a, irgend eine von ay verschiedene, eindeutig bestimmte
Ziffer a; = b, = 9-a, mit k#j. Unter dieser Ziffer a; steht wiederum die eindeutig bestimmte Ziffer
bj = 9—aj = 9—(9—ak) = a.

Damit ist die Ziffernpermutation im Ergebnis identisch mit einer Folge von paarweisen Vertau-
schungen von Ziffern a, und a;, wobei jeder Index genau einmal vorkommt. Insbesondere muss
die Anzahl der Ziffern gerade sein.¢

zu b) Variante 1: Fir die gerade Stellenzahl n = 2000 ist z.B. die Zahl 545454...54 (0,5m = 1000
Zweiergruppen 54) mit der Ziffernpermutation 454545...45 (0,5 = 1000 Zweiergruppen 45) ein
Paar von Zahlen mit der gewlnschten Eigenschaft.¢

Variante 2: Man konstruiere eine erste Zahl a, indem man zunachst 0,5mM=1000 beliebige
Stellen mit beliebigen Ziffern a; belegt, dann die restlichen 0,5hM=1000 Stellen mit den Ziffern
b; = 9-a;. (jeweils 1<i<0,501=1000; die erste Ziffer von links darf dabei nicht O oder 9 sein.). Eine
dazu passende Zahl b entsteht durch paarweises Austauschen der Ziffern a; und b;. Bei der
Addition stehen dann immer a; und b; untereinander; deren Summe ist a;+b; = 9 und damit
a+b =99...9 (2000 Neunen).¢
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Hinweis auf haufige Fehler: Der obige Beweis ware unvollstéandig, wenn die "Ubertragsproblematik”
nicht abgehandelt wirde. Dies erkennt man sofort, wenn man die Aufgabenstellung variiert: Man
fordert als Ergebnis nicht "lauter Neunen", sondern "lauter gleiche Ziffern z" (z0){1,2,...,9}). Fir z = 7
zeigt das Beispiel 39388...888 + 38388...889 = 77777...777, dass es Zahlen sowohl mit geradzahliger
wie mit ungeradzahliger Stellenzahl gibt, die die Bedingungen der Aufgabe erfullen.

Aufgabe 2: Man betrachte fiinf positive ganze Zahlen, bei denen die Summe von je drei dieser Zahlen
durch die Summe der restlichen beiden Zahlen teilbar ist; dies ist z.B. der Fall bei den Zahlen 1, 1, 1,
1, 2. Man entscheide, ob es funf paarweise verschiedene Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt.

Antwort: Es gibt keine funf paarweise verschiedenen Zahlen mit dieser Eigenschaft.
1. Beweis (durch Widerspruch):

Wir nehmen an, es gebe doch funf solche paarweise verschiedene Zahlen a, b, ¢, d, e ; 0.B.d.A. sei
a<b<c<d<e
atb+c < atb+d

Weil ¢ < d, gilt
d+e c+e

(Zahler und Nenner beider Briche sind positiv!). Da beide Briiche

positiv ganz sind und der linke mindestens den Wert 1 hat, gilt

wz 2,also 2(c+te)<a+b+d.

Dies steht im Widerspruch zu 2(c+e) >c+c+e >a +b +d .0

2. Beweis: (durch Widerspruch):

Wir nehmen an, es gebe doch funf solche paarweise verschiedene Zahlen a, b, c, d, e 0.B.d.A. sei
a<b<c<d<e FernerseiS:=a+b+c+d+e

Alle folgenden Ungleichungen lassen sich durch Verkleinern der Nenner und/oder VergroRern der

atb+c 1 S (S (S .S (Offensichtiich
d+e d+e c+e b+e a+e

Zahler (beide sind positiv!) begriinden: 2 <

sind alle beteiligten Briiche positiv ganz, es ist also S > 5, was im Widerspruch steht zu
e

S a+tb+c+d+e 5e
= < — =5,
a+e a+e e

3. Beweis (direkter Nachweis, dass wenigstens 3 der Zahlen gleich sind):

Seien a, b, ¢, d, eflinf Zahlen, die die geforderte Teilbarkeitseigenschaft besitzen; 0.B.d.Aseia<b<c<
d=<e
atb+c 3¢ atb+c

Dann ist <—<2; da der linke Bruch positiv ganz ist, gilt sogar
d+e 2c

=1, also

at(d+e) a+(atb+c) 2a
b+c b+c b+c

a+b+c=d +e (1). Damit ist +1; da in der Gleichungskette links

eine positive ganze Zahl steht, muss auch die positive Zahl sza ganz sein. Notwendig hierfir ist
c

2a = (b + c¢), was — wegen a < b < ¢ — nur erfillt sein kann, wenn a =b = ¢ (2). Insbesondere sind nicht

alle Zahlen paarweise verschieden.¢
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Zusatziuberlegung: Nun kénnen wir die Gesamtheit von Zahlengruppen mit der geforderten Eigen-
schaft bestimmen:

b+c+d _2a+d < 2a+2e

(2) verwenden wir in = 2; wieder ist der linke Bruch eine ganze positive

+e ate ate
.. b+c+d . .
Zahl, so dass sogar gilt: " =1. Nochmalige Anwendung von (2) ergibt
ate
ate=b+c+d =2a +d |[+(d-a),
0 d+e=a+2d | mit dte=at+b+c= 3a
0 3a=a+2d [-a; :2

O a=d (3).

Setzt man dies zusammen mit (2) schlie8lich in (1) ein, so erhdlt man 3a=d +e =a +e, also e=2a
(4). Die notwendigen Bedingungen (2),(3) und (4) ergeben, dass jede Funfergruppe von Zahlen mit der
geforderten Eigenschaft — nach Sortieren nach GréRe — von der Form r, r, r, r, 2r (r positiv ganz) ist.
Umgekehrt haben alle solche Finfergruppen fir jede positiv ganze Zahl r die geforderte Eigenschatft,
da offensichtlich sowohl (r+2r) Teiler von (r+r+r) als auch (r+r) Teiler von (r+r+2r) ist.

Hinweis: Wie das Gegenbeispiel -3,-1,0,1,3 zeigt, ist die Voraussetzung, dass die betrachteten Zahlen
positiv sind, fir die Aussage wesentlich.

Aufgabe 3: Dem Halbkreis Uber einer Strecke AB sei ein konvexes Viereck ABCD einbeschrieben.
Der Schnittpunkt von AC und BD sei S, der Fullpunkt des Lotes von S auf AB sei T. Man beweise,
dass ST den Winkel CTD halbiert.

1. Beweis (Umfangswinkelsatz):

D Weil D und C auf dem Thaleskreis tber AB liegen,

K1 ist (BD) = (SD) O (AD) und (AC) = (SC) O (BC);

nach Konstruktion ist auch (ST) O (AB). Damit

haben die Vierecke ATSD und BCST beide an

c gegenuberliegenden Ecken rechte Winkel, haben

o | also je einen Umkreis ki mit Durchmesser AS bzw.

ko, mit Durchmesser BS. Nun kann auf verschiedene
Weise geschlossen werden:

A Variante 1: Damit folgt durch mehrfache Anwen-
T dung des Umfangswinkelsatzes:

OCTS = OCBS (gl. Sehne CS im Kreis k,) = OCBD
(nach Konstruktion von S) = OCAD (gl. Sehne CD
im Halbkreis tGber AB) = (0SAD (Konstruktion von S)
= STD (gl. Sehne SD im Kreis k1).0

Variante 2: OTDS = OTAS (gleiche Sehne TS in k;) = OBAC (da TOAB und SOAC) = OBDC (gl.
Sehne BC im Halbkreis tGiber AB) = 0SDC (da SOBD); analog OSCT = OODCS. Damit ist S Schnittpunkt
der Winkelhalbierenden im Dreieck TCD; (TS) also die dritte Winkelhalbierende.¢

Variante 3: (ST) ist offensichtlich genau dann Winkelhalbierende von OCTD, wenn die
Erganzungswinkel zum Lot auf ST in T — namlich OBTC und ODTA - gleich sind. Dies folgt sofort aus
OBTC = OBSC (gleiche Sehne BC an k;) = ODSA (Scheitelwinkel) = ODTA (gleiche Sehne DA in k).

Variante 4: OTDS = OTAS und OSBT = OSCT (gleicher Bogen TS in k4 bzw. k, ). Damit sind die
Dreiecke TDB und TAC ahnlich, also auch ihre dritten Winkel gleich: OBTD = OCTA. Dann ist aber
auch OSTD = OBTD -90° = OCTA - 90° = OCTS.
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2. Beweis: (Umfangswinkelsatz, mit Hinweis auf das HohenfulRpunktdreieck):

(Mit a bzw. B seien die Innenwinkel des Vierecks ABCD
bei A bzw. B bezeichnet.) Weil a<90° und R<90°,
schneiden sich die Strahlen [AD und [BC in einem Punkt
E. Weil D und C auf dem Thaleskreis Gber AB liegen, ist
BD O AE und AC O BE. Der Punkt S ist also
Hoéhenschnittpunkt im Dreieck ABE; damit ist (ST) die
dritte Hohe in diesem Dreieck und enthalt den Punkt E.

Weil BT O ET und BD O ED liegen T und D auf dem
Thaleskreis Uber BE, analog C und T auf dem Thales-
kreis Uber AE. Aus der Konstruktion von S sowie mehr-
facher Anwendung des Umfangswinkelsatzes an den drei
Thaleskreisen ergibt sich: OCTS = OCTE = OCAE =
OCAD = [CBD = JEBD = OETD = OSTD.¢

1. Bemerkung: Mit diesem Beweis ist gleichzeitig der Satz vom HohenfuBpunktdreieck bewiesen
worden: Die Hohen eines spitzwinkligen (E liegt sicher auerhalb des Thaleskreises!) Dreiecks sind
gleichzeitig die Winkelhalbierenden des zugehérigen Fulipunktdreiecks.

2. Bemerkung: Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn die Punkte C und D in umgekehrter
Reihenfolge auf dem Bogen AB liegen: Vertauscht man in der Figur die Bezeichnungen von C und D,
wird E zu S und umgekehrt; damit bleibt das Lot auf T unverdndert. Weitere interessante
Zusammenhange lassen sich aufzeigen, wenn man die Figur durch Verlangern von DC und AB bis zu
einem Schnittpunkt F zu einem vollstandigen Viereck erganzt. Dann teilen T und F die Strecke AB
harmonisch, ebenso Q (=STnDC) und F die Strecke DC.

3. Bemerkung: M sei der Mittelpunkt der Strecke AB. Nach Umfangswinkelsatz ist dann Winkel
OCMD = 2[MCAD = OCTD. Damit gibt es einen weiteren Kreis, der vier interessante Punkte enthalt:
Der Umkreis des Dreiecks CTD geht durch den Mittelpunkt der Strecke AB. Aus Symmetrie-Griinden
gilt dies natirlich auch fir die Mittelpunkte der anderen Seiten des Dreiecks ABE. Der betrachtete
Kreis ist damit der Feuerbach- bzw. Neun-Punkte-Kreis des Dreicks ABE.

3. Beweis (Uber &hnliche Dreiecke):

Die Parallele zu AB durch S schneidet TC bzw. TD in
zwei Punkten, die wir mit G bzw. H bezeichnen. Es ge-

nigt dann zu zeigen, dass HS=GS. (W bezeichne im
Folgenden die Lange der Strecke XY.)

Die Figur weist mehrere Paare ahnlicher Dreiecke auf;
dies fUhrt zu folgenden Verhaltnisgleichungen:

ADHS ~ ADTB (die beiden Dreiecke haben parallele
Seiten), also ist

HS . B g ws=moE
DS DB DB

ABTS ~ ABDA (Ubereinstimmung in zwei Winkeln: rechte
Winkel bei T bzw. D, gemeinsamer Winkel bei B), also ist

DB — _ TS[DB

E =— [0 TB = — (2), zusammen mit
TS DA DA
(1) ergibt sich HS = 228 DS _ 35505 ) ng analog GS = TSEZS (4) (gleich-
DA DB DA CB

zeitiges Vertauschen von (A, C, G) und (B, D, H)). SchlieRlich ist ASDA ~ ASCB (Ubereinstimmung der
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rechten Winkel bei D bzw. C, Scheitelwinkel bei S), folglich gilt ﬁ = % (5), damit flhrt ein

Vergleich von (3) und (4) sofort zu HS=GS.0

4. Beweis (Strahlensatz):

Wir fdhren folgende Bezeichnungen ein (vgl.
Zeichnung): Die LotfulRpunkte von D bzw. C auf AB
nennen wir Q bzw. P; den Schnittpunkt von BD mit
dem Lot CP bzw. von AC mit DQ nennen wir G bzw.
H. Da T immer zwischen Q und P liegt, wird AB in vier
Teilstrecken AQ, QT, TP und PB aufgeteilt, deren
Langen wir mit a, b, ¢ und d bezeichnen. Schliel3lich
teilt G die Strecke CP in zwei Teilstrecken auf,
ebenso H die Strecke DQ; deren Lange werde mit x
und r bzw. y und s benannt.

Nach Voraussetzung liegt S auf den Strahlen [AC und [BD, gleichzeitig sind (DQ), (ST) und (CP)
parallele Geraden. Also gilt (Strahlensatze mit Zentren A und B):

sz(x+r) =a(a+b):(a+b +c) (1)
und (y+9):zr =(b+c +d):(c +d):d (2).

Da C und D auf dem Halbkreis tber AB liegen, sind die Dreiecke BCA und BDA beide rechtwinklig bei
C bzw. D und es gilt nach dem Hoéhensatz: (x+r)*> =d [{a+b +c), also

(x+r)?

2
=——(3) und analog a= _+y
(a+b+c)

" (b+c+d) @

ST ist offensichtlich genau dann Winkelhalbierende von COCTD, wenn die Erganzungswinkel zum Lot

auf ST in T — nédmlich OPTC und ODTQ — gleich sind. Zum Beweis geniigt es also, die Ahnlichkeit der

Dreiecke PTC und QTD nachzuweisen; da diese rechtwinklig sind, genigt hierzu wiederum der

% =§. Tatsachlich folgt dies aus einigen Umformungen unter Verwendung der
s

Gleichungen (1) bis (4):

Nachweis von

(x+r) _(x+1)’  z  (y+9) _
(y+9) (y+9° (x+r) z

(x+1)*
_ (x+1)? g (a+b) D(b+c+d) __(atb+c) g (ath) _ d E(a+b) _TE Ty Xl
(y+s)® (a+b+c) (c+d) (c+d) (y+9)? (c+d) a Zs s y b
(b+c+d)
(Dabei gilt ? nach Strahlensatz mit Zentrum S und Parallelen (DQ) und (CP); " gilt wegen Ls = %
y
(Ergebnis der bisherigen Gleichungskette) < ry+rs=sx+s < ry=sx « — =X )0
Sy

Hinweis: Wir haben zusatzlich bewiesen: [JHTQ = JPTG.

5. Beweis (analytisch, nur als Idee angegeben):

Wir legen ein kartesisches Koordinatensystem so, dass A die Koordinaten (-1|0) und B die Koordinaten
(1]0) hat, diese Normierung hat keinen Einfluss auf die Groflenverhaltnisse von Winkeln und Strecken.
Nach dem Satz von Pythagoras kann dann jede mdgliche Lage von C und D auf dem Halbkreis Uber
AB durch Koordinaten C(c|v(1-c?)), D(d|V(1-d?)) fur geeignete Werte von ¢ und d beschrieben werden.

6
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y-Achse Nach Vorgabe von c und d ist der Nachweis "leicht" mdg-
lich: Man bestimmt der Reihe nach die Geradengleichun-
gen der Geraden (AC) und (BD), hieraus die x-Koordinate
ihres Schnittpunktes S (die identisch mit der x-Koordinate
von T ist) und schlieRlich die Langen der Strecken QT und
TP; anschlieBend genligt es nachzuweisen, dass

D(dV(1-d?

ClclV(1-c?)

xAchsd TP _ TQ  Dje kiirzeste bekannte Darstellung dieses
PC QD

Beweises besteht aus umstandlichen Termumformungen

und nimmt mehr als eine DIN-A4-Seite in Anspruch, so

dass auf deren Wiedergabe hier verzichtet wurde.

A0 Q(d|0)

T(xT|0)  P(c|0)

Hinweis: Die Behauptung der Aufgabe entspricht der Aussage des Satzes von Pascal in einem
Spezialfall (vgl. Figur zu Beweis 3):

Man spiegelt die ganze Figur an (AB). So erhalt man sechs Punkte A, C', D, B, D' und C, die auf einem
Kreis, also einem Kegelschnitt liegen. Fir diese Konstellation besagt der Satz von Pascal, dass die
Schnittpunkte "gegenuberliegender" Seiten des dadurch gebildeten Sechsecks, also von AC' mit BD'
(= S"), von C'D mit D'C (=:T*) sowie von DB mit CA (= S) auf einer Geraden liegen. Da T*[0SS' und aus
Symmetriegrinden gleichzeitig T*UAB, ist T*=T. Damit ist OBTC = OC'TB (Symmetrie zu AB) = ODTA
(Scheitelwinkel). Hieraus folgt wie im 1. Beweis (Variante 3) die Behauptung.¢

Quellen: Barth, Krumbacher, Matschiner, Osiander: Anschauliche Geometrie 3, ISBN 3-431-02949-3;
Athen / Bruhn: Lexikon der Schulmathematik, ISBN 3-89350-174-6, S. 755;
H. Dérrie: 100 Great Problems of Elementary Mathematics..., ISBN 0-486-61348-8, S. 257ff.;
E. W. Weisstein. et al.: http://mathworld.wolfram.com/PascalsTheorem.html.

Hinweis auf haufige Fehler: Spiegelt man die Figur an AB, so kann man die Identitdt O1BDC = OC'DB
= JTDB erst benutzen, wenn man bewiesen hat, dass OC'TD = 180°.

Aufgabe 4: Ein kreisférmiges Spielbrett sei in n Sektoren (n=3) eingeteilt, von denen jeder entweder
leer oder mit einem Spielstein besetzt ist. Die Verteilung der Spielsteine wird schrittweise verandert:
Ein Schritt besteht daraus, dass man einen besetzten Sektor auswahlt, seinen Spielstein entfernt und
die beiden Nachbarsektoren "umpolt", d.h. einen besetzten Sektor leert und einen leeren Sektor mit
einem Spielstein besetzt. Fiir welche Werte von n kann man in endlich vielen Schritten lauter leere
Sektoren erzielen, wenn anfangs ein einziger Sektor besetzt ist?

Antwort:

Man kann lauter leere Sektoren genau dann erzielen, wenn n bei Division durch 3 den Rest 1 oder den
Rest 2 lasst, d.h. wenn n =1 mod 3 oder n =2 mod 3.

Beweis:
Teil 1: Wenn n =1 oder n =2 mod 3, kann man lauter leere Sektoren erzielen:

Die Felder seien fortlaufend mit den Zahlen 1,2,...n beschriftet, dabei soll das besetzte Feld die
Nummer 2 erhalten.

Nun flhren wir (n-2) Spielschritte S; (i=1,2,...,n-2) aus. Dabei werde im Schritt S; der Stein in
Feld (i+1) ausgewahlt und entfernt und die Felder i und (i+2) werden mit einem Stein besetzt.
Dies ist auch tatsachlich moglich: Da n=3, werden so im ersten Schritt Feld 2 geleert und die
von vornherein freien Felder 1 und 3 besetzt; im k-ten Schritt (2<k<n-2) werden das im vorher-
gehenden Schritt besetzte Feld (k+1) geleert und das im vorigen Schritt geleerte Feld k ebenso
wie das von Anfang an freie und von bisherigen Schritten nicht betroffene Feld (k+2) besetzt;
zudem ist durch die Einschrankung 2<k<n-2 immer (k+2)<n. Nach diesen n-2 Spielschritten
sind also die n—1 nebeneinander liegenden Felder n, 1, 2,..., n—2 besetzt; der Rest, ndmlich das
Feld n—1 ist leer.
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n=1mod3 n=2mod 3

Wenn n =1 mod 3, d.h. n-1 = 0 mod 3, kénnen wir diese n—1 besetzten Felder zu Tripeln
nebeneinanderliegender Felder zusammenfassen und jedes Tripel durch Auswahl des mittleren
Steins vollsténdig leeren. Damit ist aber auch das Spielbrett vollstandig geleert.

Wenn n = 2 mod 3, fihren wir noch einen weiteren Schritt S,._4 aus, bei dem wir den Stein auf
Feld n auswahlen und entfernen, dazu das Feld n—1 besetzen und das Feld 1 leeren. Dann sind
die n—2 nebeneinander liegenden Felder 2,3,...,n—1 besetzt und alle Ubrigen, namlich die Felder
n und 1, sind leer. Da n-2 = 0 mod 3 kdnnen wir wie im obigen Fall die besetzen Felder zu Tripel
nebeneinanderliegender Felder zusammenfassen, die wir durch Auswahl des mittleren Steins
vollstandig leeren.

Teil 2: In allen anderen Fallen (d.h., wenn n = 0 mod 3) bleibt immer mindestens ein Stein Ubrig:

Um dies nachzuweisen farben wir die Spielfelder fortlaufend mit den Farben rot, blau, grin, rot,
blau, grin, .... O.B.d.A. liege der Stein am Anfang auf einem blauen Feld. Wir bezeichnen die
Gesamtzahl der Steine auf den roten bzw. blauen Feldern mit r bzw. b.

Da n =0 mod 3, kommt in jedem Tripel von benachbarten Spielfeldern (auch in denen, die die
Felder n und 1 enthalten) jede Farbe genau einmal vor. Bei jedem Schritt wird somit in jeweils
genau einem Feld jeder Farbe entweder ein Stein hinzugefligt oder ein Stein entfernt, d.h. die
Zahl r wird um genau eins grof3er oder kleiner, ebenso die Zahl b. Folglich wird die Summe r+b
um 2 grof3er oder bleibt gleich oder wird um 2 kleiner; in jedem Falle ist die Paritat der Summe
r+b invariant.

Anfangs istr =0 und b =1, d.h. die Summe r+b = 1 ist ungerade. Dagegen ist bei einem leeren
Spielbrett aber r+b = 0 gerade, also von anderer Paritdt. Deswegen kann dieser Zustand nicht
erreicht werden.¢

Zusatzbemerkung: Aus der Beweisfilhrung wird klar, dass die Aussagen richtig bleiben, wenn man
auch "umgekehrte" Schritte (Besetzen eines leeren Spielfeldes mit einem Stein bei gleichzeitigem
"Umpolen" der Nachbarfelder) zulasst.

Hinweise: "n = a mod c¢" heilt, dass n und a bei Division durch ¢ den gleichen Rest lassen.
"Paritat" einer Zahl bezeichnet deren Eigenschaft, gerade oder ungerade zu sein.

Diese Ldsungsbeispiele lassen sich auch von der Home-Page des Bundeswettbewerbs Mathematik
herunterladen: http://www.bubev.de/mathe/index.htm.



