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Aufgabe 1: Zehn Ecken eines regelmafigen 100-Ecks seien rot und zehn andere blau gefarbt.

Man beweise: Unter den Verbindungsstrecken zweier roter Punkte gibt es mindestes eine, die
genauso lang ist wie eine der Verbindungsstrecken zweier blauer Punkte

Bezeichnungsweisen: Wir bezeichnen die rot gefarbten Ecken mit R;, die blau geféarbten entsprechend
mitB; (i=1, 2, ..., 10).

1. Beweis (Existenzbeweis mit Schubfachprinzip): Da das
100-Eck regelmafig ist, besitzt es einen Umkreis; dessen
Mittelpunkt bezeichnen wir mit M. Zu jedem geordneten Paar
(RiBy) (ij =1, 2, ..., 10) rot und blau gefarbter Ecken — nach
Zahlprinzip gibt es 1010 = 100 verschiedene solche Paare -
betrachten wir den orientierten Mittelpunktswinkel OR;MB;.
Weil stets R; # B;, folgt aus der RegelméaBigkeit des
100-Ecks zusatzlich, dass jeder dieser Winkel einen der 99
verschiedenen Werte k32 (k = 1, 2,..., 99) annimmt. Es

gibt also mehr Paare als angenommene Winkelwerte, nach
Schubfachprinzip gibt es also zwei solche Paare mit
gleichem orientiertem Mittelpunktswinkel, 0.B.d.A. seien dies
(R1B;) und (R2B,) (vgl. Figur).

Nun drehen wir R{B; so um M, dass R; auf R, zu liegen kommt; dies ist méglich, da die Punkte R, und
R, beide auf einem Kreis um M liegen. Da OR;MB; und 0OR,MB; gleichsinnig kongruent sind und die
Punkte B; und B, ebenfalls beide auf dem Kreis um M liegen, kommt durch diese Drehung auch B; auf
B, zu liegen. Die orientierten Mittelpunktswinkel OR;MR, und [0B;MB, beschreiben also die gleiche
Drehung um M und sind somit gleich; damit haben die zugehoérigen Sehnen, also die Strecken B;B,
und R;R, die gleiche Lange.

Variante: Die Existenz zweier Verbindungsstrecken R;B; und R,B, mit gleichem orientierten Mittel-
punktswinkel kann auch folgendermalf3en gezeigt werden:

Da das 100-Eck regelmaRig ist, besitzt es einen Umkreis; dessen Mittelpunkt bezeichnen wir mit M.
AuBerdem nehmen die Langen der Verbindungsstrecken zweier Eckpunkte EE; (i,j = 1, 2, ..., 100, i#)
einen von 50 verschiedenen Werten dy, d,, ... , dsg an; dabei seien die Indizes so gewahlt, dass d; < d,
< ... < dso. Zusatzlich gilt fur jedes k O {1, 2,..., 50}: Hat die Strecke EE; die Lange dy, so hat der
zugehdrige orientierte Mittelpunktswinkel die Weite wy(k) := OEME; = k[Z  oder w,(k) := OEME; =

(100 - k) (2

Nun betrachten wir alle Verbindungsstrecken R;B; (i,j = 1, 2, ..., 10) , die eine rot und eine blau gefarbte
Ecke verbinden. Mit der folgenden Fallunterscheidung kdnnen wir zeigen, dass es darunter stets zwei
Verbindungsstrecken mit gleichem orientierten Mittelpunktswinkel gibt:

Fall 1: Es gibt drei solche Verbindungsstrecken, die die gleiche Lange dy haben. Da w(k)
hdchstens zwei verschiedene Werte annehmen kann, mussen zwei der Verbindungsstrecken
den gleichen orientierten Mittelpunktswinkel besitzen.

Fall 2: Es gibt keine drei solche Verbindungsstrecken gleicher Lange. Da es nach Zahlprinzip
10010 = 100 verschiedene solcher Verbindungsstrecken und 50 mdgliche Langen gibt, gibt es
fur jedes k genau zwei Verbindungsstrecken der Lange dy , insbesondere gibt es zwei

Verbindungsstrecken der Lange dso. Es ist aber wy(50) = 503% = (100—50)[-131%—05 = wW,(50);

damit haben diese zwei Verbindungsstrecken den gleichen orientierten Mittelpunktswinkel.

2. Beweis: (Widerspruchsbeweis): Wir nehmen an, es gabe keine Verbindungsstrecken gleicher
Lange. Da das 100-Eck regelmaRBig ist, liegen alle seine Ecken auf einem Umkreis; jede
Verbindungsstrecke zweier Ecken ist damit eine Sehne dieses Kreises. Tragt man auf diesem Kreis
von einer beliebigen Ecke aus diese Sehne ab, so ist deren Endpunkt wieder eine Ecke.

Wir betrachten eine beliebige rote Ecke, z.B. R;. Von ihr gehen 9 Verbindungsstrecken zu den
anderen roten Ecken R;,..., Ry aus. Diese Sehnen R;R; (j=2,3,...,10) tragen wir von jeder blauen Ecke
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B; (i = 1,2,...,10) aus auf dem Umkreis in die gleiche Richtung ab'; die Endpunkte dieser von B; aus
abgetragenen Sehnen R;R; nennen wir Vj; und "mit B; Uber eine Sehne verbunden". Nach obiger
Bemerkung ist jedes V;; eine Ecke des 100-Ecks (vgl. Figur).

Nach Konstruktion haben die Strecken B;Vj; und R;R; stets
gleiche Lange, nach Annahme ist also keine Ecke Vj blau.
Ferner sind die V; paarweise verschieden, d.h. kein Vj ist mit
zwei verschiedenen blauen Ecken Uber eine Sehne verbunden:
Waére namlich Vj = Vs mit i#r, also zwangslaufig auch j#s, so
waren die Dreiecke B;V;B, und RR;R; gegensinnig kongruent
(nach sws, vgl. Figur); insbesondere hatten BB, und R:R; gleiche
Lange im Widerspruch zur Voraussetzung.

Vigvrs? VI

Damit gibt es 10 blaue Ecken und nach Zahlprinzip 910 = 90
paarweise verschiedene, nicht-blaue Ecken Vj. Zusammen sind
dies 100 paarweise verschiedene Ecken. Jede Ecke des
100-Ecks ist also entweder blau oder mit genau einer blauen
Ecke Uber eine Sehne verbunden - letzteres gilt insbesondere fir
Rs die 10 rot gefarbten Ecken.

Bi

Da es hochstens 9 verschiedene Sehnenléngen gibt, gibt es zwei rote Punkte, die mit Sehnen gleicher
Lange mit einer blauen Ecke verbunden sind; 0.B.d.A. sei R;B, =R,B, (vgl. Figur bei Beweis 1). Als

kongruente Sehnen am gleichen Kreis liegen sie damit achsensymmetrisch beziglich der Mittelsenk-
rechten der Verbindungsstrecke eines Anfangs- und eines Endpunktes; nach Konstruktion z.B. der
Mittelsenkrechten auf B;R,. Damit sind auch die Dreiecke R;R,B; und B,B;B, achsensymmetrisch
beziglich dieser Achse; insbesondere haben dann R;R, und B,B; gleiche Lange.

3. Beweis (Existenzbeweis mit Schubfachprinzip): Wir legen auf das 100—Eck eine transparente, nicht
dehnbare Folie und markieren auf ihr die rot gefarbten Ecken. Die Lange der Verbindungsstrecke
zwischen zwei Markierungen ist also gleich der Lange der Verbindungsstrecke zwischen den
entsprechenden rote gefarbten Ecken. Anschlie3end fixieren wir die Folie drehbar mit einer Nadel im
Mittelpunkt des 100—-Ecks und drehen sie mehrfach so, dass nacheinander jede rote Markierung R; auf
jede blaue Ecke B; (i,j = 1, 2, ..., 10) zu liegen kommt. Dies ist moglich, da das 100-Eck regelmaRig
ist; deswegen kommen auch nach jeder solchen Drehung alle anderen Markierungen tber Ecken des
100-Ecks zu liegen. Nach Zahlprinzip haben wir insgesamt so 1 + 10010 = 101 Lagen der Folie
konstruiert.

Da aber z.B. die Markierung R; nur Uiber 100 verschiedene Ecken zu liegen kommen kann, gibt es
zusammen mit der Ausgangslage nur 100 verschiedene Lagen der Folie. Nach Schubfachprinzip sind
also mindestens zwei Lagen der Folie gleich. Da die Ausgangslage offensichtlich verschieden von
jeder anderen konstruierten Lage ist, es gibt eine Lage, bei der zwei verschiedene blau gefarbte Ecken
von roten Markierungen (berdeckt werden. Das heil3t aber, dass die beiden zugehorigen
Verbindungsstrecken gleiche Lange haben.

Bemerkung 1: Der gleiche Beweis kann auch abstrakter formuliert werden:

Sei ®; (i,j U {1,2,...,10}) diejenige Drehung um M, die R; in B; tiberfuhrt. Da das 100-Eck regelmaBig
ist, existieren diese Drehungen alle und Bilder von Ecken sind stets wieder Ecken. Zusammen mit der
Identitat haben wir nach Zahlprinzip damit 1+10010 = 101 Drehungen konstruiert, die Ecken des 100-
Ecks in sich Gberfihren. Da es aber offensichtlich nur 100 verschiedene solche Drehungen um M gibt,
sind nach Schubfachprinzip darunter zwei identisch. Da die Identitat offensichtlich verschieden von
jeder Drehung @j ist, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ®;; = ®,,. (Da die Drehungen bijektive
Abbildungen sind, kdnnen weder die ersten noch die zweiten Indices gleich sein.) Da Drehungen Kon-
gruenzabbildungen sind, folgt aber hieraus, dass die Strecken RiR, und ®;;(R;1R5) = ®1;(R)P11(R,) =
B1®,,(R,) = B;B, gleiche Lange haben.

Bemerkung 2: In allen Beweisen werden bei der Anwendung des Schubfachprinzips nicht alle
mdoglichen gleichlangen Verbindungsstrecken gezéahlt, sondern nur die "gleichgerichteten". Deswegen
kénnte man meinen, dass die Behauptung der Aufgabenstellung verscharft werden kann durch
Verkleinerung der Anzahl der gefarbten Punkte oder VergréRerung der Anzahl der Ecken. Dies ist
jedoch nicht der Fall: Reduziert man die Anzahl z.B. der blau gefarbten Punkte auf 9 oder erhéht man

! Formal: Wir betrachten die Strecke Bi®(B;), wobei @ diejenige Drehung um M ist, die Ry in R; tberflhrt.
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die Eckenzahl auf 101, so fuhrt folgende Farbung zu einem Gegenbeispiel: Man farbt die Ecken 1, 2,
3, ..., 9, 10 rot und die Ecken 11, 21, 31, 41, ..., 91 und im Fall der erhéhten Eckenzahl auch noch die
Ecke 101 blau. Dann gilt fur die Langen r;; der Verbindungsstrecken der roten Punkte R; und R; stets r;
< 9, fir die Langen by, der Verbindungsstrecken der blauen Punkte B,, und B, stets by, = 10;
insbesondere ist also rj; # by, fir alle moglichen Zahlen i7j, mzn.

Aufgabe 2: Man gebe fir jede natirliche Zahl n zwei ganze Zahlen p, und g, mit folgender Eigenschaft
an: Fur genau n verschiedene ganze Zahlen x ist X° + px + g, das Quadrat einer natirlichen Zahl.

Bemerkung: Die Menge der natirlichen Zahlenist N = {0, 1, 2, 3, ...}.

1. mégliche Antwort: Eine Lésung ist p, = 0 und g, = 2™".
Beweis:

Beweisteil 1: Es gibt mindestens n verschiedene ganze Zahlen x mit der geforderten
Eigenschaft:

Fur n = 0 gibt es nichts zu zeigen, fur n > 0 sind die n Zahlen x, =1 (2™ -2%) mit k 0{1,2,...,n}

paarweise verschieden (mit wachsendem k wird der Minuend kleiner, der Subtrahend gréRer,
die Folge der x, ist also streng monoton fallend) und alle ganz (durch die Wahl der k sind sowohl
Minuend als auch Subtrahend in der Klammer gerade ganze Zahlen, damit ist deren Differenz
ebenfalls gerade und durch 2 teilbar). Ferner ist wie gewiinscht

X2 +2™ = (% (2m ik _2k))2 4o = (% (22(n+1—k) _ompnt +22k))+%m|:2n+l
_ (% (22(n+1—k) + oM 4 o2 )) - (% (21K 4 2K ))2 _ (Zn—k +2k—1)2;

wegen k [1{1,2,...,n} das Quadrat einer ganzen Zahl .

Beweisteil 2: Es gibt hdchstens n verschiedene ganze Zahlen x mit der geforderten
Eigenschaft:

Fur eine ganze Zahl x sei X + 2™! das Quadrat einer naturlichen Zahl d, also »* + 2™ = o.
Aquivalentes Umformen ergibt 2™ = o - = (d = X)[{d + x). Hieraus schlieRen wir:

2™ ist wegen n+1 = 1 gerade. Da d —x und d + x beide ganzzahlig und von gleicher Paritat sind,
kann kein Faktor den Wert £1 haben.

Im Fall n = 0 fuhrt dies zum Widerspruch, da 2 = (+1)[(*2) die einzigen Zerlegungen von 2°** in
zwei ganzzahlige Faktoren sind; d.h. es gibt tatsachlich keine, also 0 Lésungen.

Im Falle n > 0 gibt es wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung also ein k [0{1,2,...,n},
sodass d —x = +2“ und hieraus folgend d + x = +2™%  Auflésung dieser beiden Gleichungen
ergibt, dass x dargestellt werden kann in der Form x=x(k), := +%(2”+1'k -2%) oder
x=x(k)_ = —%(2””"k -2%) mit einem geeigneten k 0{1,2,...,n}. Da k héchstens n verschiedene

Werte annehmen kann, kénnen die x(k) zundchst héchstens 2n verschiedene Werte annehmen.
Davon sind aber je zwei gleich, namlich x(k). = x(n+1-k)_; also kann x héchstens n verschiedene
Werte annehmen.

2. mégliche Antwort: Eine mégliche Lésung ist p, =0 (n=0) und go =2, g, = 3"* (n>0)

Beweis (konstruktive Lésung mit einer Beschreibung aller Méglichkeiten): Wir betrachten allgemein
die diophantische Gleichung d® = %% + bx + ¢ mit ganzzahligen Koeffizienten b und c. Die Anzahl der
Lésungen (x,d) nach Vorgabe von (b,c) sei mit ®(b,c) bezeichnet; die Anzahl der Zahlen x, fir die
X* + bx + ¢ eine Quadratzahl ist, mit Y(b,c).

Aquivalentes Umformen und quadratisches Erganzen ergibt

¢ = A -4 ()

= (d+(x+ 3D - (x+ $b) = (c- §b)

4




BWM 2001 II Lésungsbeispiele HO®

A

Fall 1: b ist gerade: Dann steht rechts vom Gleichheitszeichen eine ganze Zahl, die links vom
Gleichheitszeichen als Produkt zweier ganzer Zahlen dargestellt wird; diese Faktoren sind als
Summe und Differenz gleicher ganzen Zahlen zudem noch von gleicher Paritét.

Fur (c - %bz) = 0 gibt es offensichtlich unendlich viele Losungen; wir schlieRen diesen Fall
deswegen fiir die weiteren Uberlegungen aus.

Nun betrachten wir alle mdglichen Zerlegungen von (c — %bz) =r(8in ein Produkt ganzer (posi-
tiver oder negativer!) Zahlen gleicher Paritat und setzen r = (d + (x + b)) sowie s =
((d = (x+ $b)). Eine aquivalente Aufldsung ergibt d(r,s) = 1 (r+s) und x(r,s) = 3 (r-s-b). Unmit-
telbar einsichtig ist dabei, dass x(r,s) = $ (r-s-b) = £ (-s+r-b) = x(-s,~).

Zu einem gegebenen (r;,s;) gibt es also ein zweites, evtl. gleiches (r,,s) = (=S,-r1), das zum

gleichen x-Wert fihrt. AuBer diesem gibt es aber kein weiteres (r»,s,), das zum gleichen x-Wert
fuhrt, wie folgende Umformung zeigt:

X(rus) = X(r2,%) = (i-s-b) = 3(2-%-b) ) = Nn-h=8§-9%

= Ira(riT2) = s — s, (Multiplikation mitriyr, 20 1)
o rry(ry2) = riSsi(ra—ry) (esistris, = rys und rp—rpz 0 1)
< r2 = - Sﬂ.'
Da ferner (—(-),—(-9)) = (r,9), finden wir im Fall r # — s genau ein weiteres Paar, im Fallr = - s

kein weiteres Paar (r,s), das zum gleichen x-Wert fiihrt. Der Fall r = — stritt aber genau dann auf,
wenn —(c — %bz) eine Quadratzahl ist, und es gibt dann genau zwei solche Paare.

Um die Richtigkeit der obigen Angabe der g, nachzuweisen, verwenden wir das hieraus
folgende Teilergebnis:

Wenn (c - %bz) eine ungerade positive ganze Zahl ist (z.B. (c - %bz) = g, = 3" (n>0)), dann
sind alle Teiler ungerade und damit sicher von gleicher Paritat. d(b,c) ist dann identisch mit der
Anzahl der ganzen (positiven oder negativen) Teiler von |c - %bzl. Da stets genau zwei

Lésungen mit gleichem x-Wert existieren, ist W(b,c) gerade die Halfte davon, also gleich der
Anzahl der positiven Teiler. Weil 3" die n positiven Teiler 3°, 3%, ..., 3" hat, folgt hieraus fiir
n>0 sofort die Richtigkeit der obigen Angabe von g.

Wenn (c - 1b%) den Primfaktor 2 genau einmal enthalt (z.B. (c - 1b%) = go = 2), kann (c - 1 b?)
nicht als Produkt zweier Faktoren gleicher Paritat geschrieben werden, es gibt dann also keine
Lésungen, hieraus folgt die Richtigkeit der obigen Angabe fiir gp.

Fall 2: b ist ungerade: Aus (*) erhélt man durch aquivalentes Umformen (Multiplikation mit 4)
(2d)> = (2x+ b)® + (4¢c - b%)  (**). Mit ungeradem b sind C := (4c — b®) und X := (2x + b) beide
ungerade, also auch X* ungerade, und ihre Summe stets gerade. Jeder ganzzahligen Lésung
(D,X) von D* = X*+ C entspricht also umkehrbar eindeutig eine ganzzahlige Lésung (d,x) von

(**) mit der Transformation d = D und x = $ (X-b).
Bemerkung 1: Weitere Eigenschaften von W(b,c) sind:

Wenn —(c - %bz) keine Quadratzahl ist, so kann man die Zerlegungen in Paare zusammenfassen, die

Anzahl der Losungen x ist also genau halbsogro3 wie die Anzahl der ganzen Zahlen r, die eine
Zerlegung von (c — %bz) = r[8in ein Produkt ganzer Zahlen gleicher Paritat ermoglicht. Das ist gerade

die Anzahl solcher positiven ganzen Zahlen r.

Wenn (c - %bz) eine negative Quadratzahl ist, ist die Anzahl der Lésungen um 1 grof3er.

Bemerkung 2: Aus der Primfaktorzerlegung |c — %b2| = 20 |_| p” kann man die Anzahl der Zerle-

pprim
pungerade

gungen in ein Produkt zweier Faktoren gleicher Paritat und damit ®(b,c) direkt ableiten:
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O o0 falls c-1b*=0
U
A 0 falls m=1
W(b,c) =01+ |m-1| ] (ap +1) falls c-1b? = ~t%fiir eine ganze Zahlt # 0
U
E Im-1]] (ap +1) sonst.

Bemerkung 3: Falls b gerade, kann man aus obiger Formel fiir W(b,c) fur jedes n in vielfaltiger Weise
Zahlen p, und g, konstruieren: Aus der Primfaktorzerlegung n = |'| p,“ konstruieren wir z.B.

-1

c. = %bz + |‘| P, P mit beliebigen, evtl. sogar gleichen ungeraden Primzahlen p;.

p; ungerade
Falls b ungerade, gibt es hingegen keine Losung fur ungerade n: Die Variablen b und ¢ missen so
gewahlt werden, dass die Anzahl der Teiler von (4¢c — b?) den Wert von n annimmt. Fir ungerade n
heil3t das aber, dass (4c - b2) eine Quadratzahl ist, also Viererrest 1 haben musste. Das ist aber un-
maoglich, da (4c - b°) stets den Viererrest 3 hat.

Aufgabe 3: Gegeben sei ein Dreieck ABC.

Die Punkte A', B' und C' liegen auf den Seiten BC bzw. CA bzw. AB so, dass A'B'=B'C'=C'A' und
AB'=BC'=CA' gilt.

Man beweise, dass das Dreieck ABC gleichseitig ist.

1. Beweis (Widerspruchsbeweis) Wir nehmen an, dass
das Dreieck ABC nicht gleichseitig ist. Dann ist ein
Innenwinkel kleiner als 60°, 0.B.d.A sei dies a.

Nun betrachtet man eine Drehung ® um den Mittelpunkt
des Dreiecks A'B'C' um 120° im Uhrzeigersinn. Das Bild
von B unter dieser Drehung nennen wir P, damit wird das
Dreieck A'BC' in das Dreieck C'PB' Uberfihrt (vgl. Figur).

Die Gerade (PB') ist das Bild der Geraden (BC'), damit
hat der Schnittwinkel dieser beiden Geraden die gleiche
Weite wie der Drehwinkel, also 120°, der Nebenwinkel
also 60°. Da nach Annahme a<60°, liegt der Scheitel
dieses Winkels - er sei mit X bezeichnet - im Innern der
Strecke AC'. Im Dreieck B'XA hat nun OB'XA die Weite
120°, ist damit groRter Innenwinkel, hieraus leiten wir die
(Un-)Gleichungskette XB' < AB' = BC' (nach Eingangsvoraussetzung) = PB' (Definition von P) ab.
Insbesondere ist X ein innerer Punkt der Strecke PB', damit ist OC'PB’<60°; ebenso gilt dies fur das
Urbild dieses Winkels, also ist auch = OA'BC' < 60°.

Mit der gleichen Argumentation (nach zyklischer Umbenennung B-A, A-C, C-B bleiben die
Eingangsvoraussetzungen erhalten) folgt nun, dass auch y < 60°. Damit ware die Innenwinkelsumme
im Dreieck ABC < 180°, was den gewinschten Widerspruch ergibt.

2. Beweis (Widerspruchsbeweis) Wir nehmen an, dass das Dreieck ABC nicht gleichseitig ist. Dann
kann man, ohne dass sich die Eingangsvoraussetzungen veréndern, stets so zyklisch umbenennen,
dass entweder a<60° und B<60° oder 0=60° und =60° (wobei Gleichheit nattrlich nicht gleichzeitig
gegeben ist).

Fall 1: a<60° und B<60°, wobei Gleichheit hdchstens einmal gegeben ist. Dann enthalten die
Strecken AC' bzw. C'B Punkte X bzw. Y, sodass OC'XB' = OA'YC' = 60°, dabei liegt mindestens
ein Punkt echt im Innern der zugehdrigen Strecke (vgl. Figur zum 1. Beweis). Die Geraden XB'
und YA' schneiden sich in einem Punkt Z; dabei ist das Dreieck XYZ - da es zwei Innenwinkel zu
60° hat - gleichseitig, ferner liegt der Punkt C im Innern dieses Dreiecks, sogar im Innern des

6
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gleichseitigen Dreiecks, das durch Z, A" und die Parallele zu AB durch A' bestimmt ist. Da der
Kreis um A' durch Z mit diesem Teildreieck nur zwei Randpunkte gemeinsam hat, ist
A'Z>AC.

Des Weiteren sind die Dreiecke C'XB', A'YC' und B'A'Z nach sww kongruent: sie besitzen die
gleichlangen Seiten B'C', C'A' bzw. A'B', denen allen ein 60°-Winkel gegeniber liegt, ferner ist
— man betrachte die Winkelsumme im Dreieck bzw. an einem gestreckten Winkel — 0XB'C' =
180°-60°~0B'C'X = OYC'A' = 180°-60°~[IC'A'Y = OZA'B'. Insbesondere ist XB'=YC' = ZA'.

Der zu OC'XB' = 60° gehodrende Nebenwinkel [IB'XA hat die Weite 120°, ist damit der grofite
Innenwinkel im Dreieck AB'X. lhm gegeniber liegt die groRte Seite, zusammen mit der
Eingangsvoraussetzung und der Aussage aus dem vorigen Absatz erhalten wir wie gewiinscht
den Widerspruch XB's AB'=CA'<A'Z=XB'. (Evtl. ist das Dreieck AB'X entartet, dann gilt in
der Abschatzung beim <-Zeichen die Gleichheit.)

Fall 2, nur skizziert: 0=60° und =60°, wobei Gleichheit héchstens einmal gegeben ist. Hier wird
vollig analog argumentiert wie im Fall 1; allerdings vertauschen wir in der Figur die
Bezeichnungen von A mit X, B mit Y und C mit Z sowie in der Beweisfihrung "<" und ">"-
Zeichen. Fur den Nachweis von CA'>A'Z muss man noch zusatzlich argumentieren, dass C
und A' in verschiedenen Halbebenen beziglich des Lotes auf A'Z durch Z liegen.

3. Beweis (durch Widerspruch): Wir gehen vom
gleichseitigen Dreieck A'B'C' mit Mittelpunkt M aus und
konstruieren Uber jeder seiner Seiten die Fasskreisbégen
zum Umfangswinkel 60°; diese nennen wir Sc, Sa bzw. Sg.

Die Punkte A, B, bzw. C liegen wegen der Voraussetzung
AB'=BC'=CA' auf Kreisen um B', C' bzw. A' mit gleichem
Radius (sie seien Kg, K¢, Ky benannt) und gleichzeitig auf
den Geraden (BC"), (CA") bzw. (AB").

Kg und S, haben maximal 2 Schnittpunkte, diese seien
— sofern existent — mit Qa1 und Qa, bezeichnet. Da das Drei-
eck A'B'C' rotationssymmetrisch mit Zentrum M ist, fiihrt eine

Drehung von 120° um M auch diese Schnittpunkte Qa; und
[ Qa2 in die Schnittpunkte Qg; und Qg, von K mit Sg Uber. Da
zusétzlich OC'QB' (i = 1, 2) die Weite 60° hat, liegt Qg; auf
der Geraden (Qa:C") und entsprechend Qg, auf der Geraden (Qa,C'). Dreht man also die Gerade
(Qa1C) um C' bis sie die Lage von (Qa.C") erreicht, so sind die Schnittpunkte mit Kz und K¢ entweder
beide innerhalb von S, bzw. Sg oder beide auRerhalb.

Damit gilt: Wére der Punkt A innerhalb von S,, also a<60°, so wéare auch B innerhalb von Sg, also
auch B<60° und in analoger Schlussweise auch y<60°. Entsprechend wirde eine Lage von A aul3er-
halb von S, erzwingen, dass a>60°, 3>60° und auch y>60° ware. Beides wirde zum gewiunschten
Widerspruch fithren, dass die Innenwinkelsumme des Dreiecks ABC nicht 180° betragt. Also bleibt nur
die Mdglichkeit, dass A auf Sy liegt, mithin ist a=60° und 3=60°, also das Dreieck ABC gleichseitig.

Bemerkung 1: Die Falle a<p<y und a<y<f( sind fundamental verschieden. Eine Bemerkung "0.B.d.A.
sei a<f<y" ist daher ohne weitere Randbedingungen im Regelfall eine unzulassige Einschrankung!

Bemerkung 2: Mit den Widerspruchsbeweisen haben wir natirlich nicht nachgewiesen, dass es eine
Konfiguration von Punkten A, B, C, A, B, und C' mit den in der Aufgabenstellung angegebenen
Eigenschaften gibt. Da die Aufgabenstellung diese Existenz annimmit, ist dies auch nicht nétig.
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Aufgabe 4: In einem Quadrat Q der Seitenlange 500 liegt ein Quadrat R der Seitenlange 250. Man
beweise:

Auf dem Rand von Q lassen sich stets zwei Punkte A und B so wahlen, dass die Strecke AB mit R
keinen Punkt gemeinsam hat und ihre Lange grofRer als 521 ist.

In einer Vorbetrachtung schéatzen wir zwei Wurzelausdriicke ab:

Wegen 0,7071° = 0,49999041 < 0,5 = (¥2)?< 0,5000469796 = 0,70714°
ist 0,7071 < (%) < 0,70714 *)

und 1-0,7071 = 0,2929 > 1-32 > 029286 = 1-0,70714 (*).

1. Beweis Wir legen die aus Q und R (dessen Mittelpunkt mit
M(xmlym) bezeichnet werde) bestehende Gesamtfigur so in ein
Koordinatensystem, dass eine Seite auf die positive x- Achse, eine
¢ zweite Seite auf die positive y-Achse zu liegen kommen. O.B.d.A
kénnen wir annehmen, dass x,<250 und y,=250 und dass keine
M Ecke von R im Innern des 45°-Sektors liegt, der durch die Parallelen
durch M zur 2. Winkelhalbierenden und zur y-Achse bestimmt ist.
\// (Falls x,>250, spiegeln wir Q und R an der senkrechten
E B Mittelparallelen von Q, dabei behdlt Q seine Lage relativ zum
— Koordinatensystem und M seinen y-Wert bei, falls y,,<250 spiegeln
) - — wir an der waagrechten Mittelparallelen von Q, hier behalt ebenfalls
_T \ Q seine Lage und M seinen x-Wert. Falls nun noch eine Ecke von R
im angegebenen Sektor liegt, spiegeln wir noch an an der Diagonalen von Q, die parallel zur zweiten
Winkelhalbierenden ist; auch hier behalt Q seine Lage und M bleibt im linken oberen Viertel von Q.)

Nun bezeichnen wir die Ecken von Q wie folgt: A(0]|0), X(500]0), Y(500]500) und Z(0|500), Mit E sei
diejenige Ecke von R bezeichnet, die die kleinste x-Koordinate hat, falls es zwei Punkte mit minimaler
x-Koordinate gibt, diejenige mit der kleineren y-Koordinate. (vgl. Figur).

Z(0| 500) Y(500| 500)

Nun betrachten wir die Gerade g: 0,29286[X — y = 0; sie schneidet den Rand von Q in den Punkten
A(0]|0) sowie B(500| 0,292863B00). Wir werden zeigen, dass diese zwei Punkte A und B die in der
Aufgabenstellung geforderte Eigenschaft haben. Dazu ist zu zeigen:

(1) Die Strecke AB hat eine Lange, die grol3er als 521 ist.

(2) Die Strecke AB hat mit R keinen Punkt gemeinsam; dabei geniigt bereits zu zeigen, dass AB mit
dem Rand von R keine gemeinsamen Punkte hat.

zu (1): Nach Pythagoras ist

AX’ +XB® = 500%+(0,292861500)° = 5007 (1+ 0,292867)
250000(1,0857669796 = 271441,7449 > 271441 = 5212

—2
AB

alsoist AB > 521.
zu (2):

Mit T bezeichnen wir die offene Halbebene bez. (AB), die M enthalt und definieren zu jedem
Punkt P mit den Koordinaten (xp,yp) die Zahl d(P) = d(xp,yp) = 0,29286Xs - yp; dies ist die linke
Seite der Normalen-Gleichung der Geraden (AB). Offensichtlich ist wegen x,<250 und y,=250
d(M) < O fur alle M, damit besteht nach der bekannten Theorie der Hesse-Normalenform die
Halbebene 1 genau aus den Punkten Q, fir die d(Q) < 0. Es genugt also zu zeigen, dass fir alle
Punkte P von R stets d(P) < 0 gilt; es genligt sogar, dies fur die Punkte des Randes von R
nachzuweisen.

Aus der Konstruktion von d ist sofort ersichtlich: Wird ein Punkt P, der auf T oder auf (AB) liegt,
so bewegt, dass seine x—Koordinate abnimmt oder seine y-Koordinate zunimmt, wird d(P)
sicher kleiner, somit bleibt bzw. wird d(P) negativ und P liegt nach der Bewegung in T.
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(a) Zunachst betrachten wir einen Spezialfall: R liege so, dass M die Koordinaten (250|250) hat
und E die x-Koordinate 250.

ME ist halbe Diagonale in einem Quadrat der Kantenlange
250; nach bekannter Herleitung mit Pythagoras ist ME =
%EZSO. Far die y-Koordinate von E koénnen wir also

Z0]500) Y(500500)

zusammen mit der Voriberlegung abschatzen: yg = 250 -
250 = (1- 42)250 > 0,29286(250. Letzteres ist die y-

Koordinate des Punktes E* auf (AB) mit x-Koordinate 250;
die Bewegung von E* nach E vergro3ert also die y-
Koordinate und lasst die x-Koordinate gleich, damit liegt E in
1. Die Seite EF hat die Steigung 1 > 0,29286, ist also steiler
als (AB), somit gilt Gleiches firr alle Punkte von EF. Analog
kénnen wir fur alle Punkte von HE und damit alle Punkte von
R schlieRen. Insbesondere haben AB und R keine gemeinsamen Punkte.

B (500]0292861500)

Ao Xso0/0) X

(b) Nun werde R um maximal 45° im Uhrzeigersinn gedreht.

Nach der Eingangsbemerkung Uber die mdglichen Lagen
Zois00 YE0oi500 Uberstreicht R dabei alle méglichen Lagen von R bei festem

: Mittelpunkt M(250|250). Der Punkt E und die Seite EH
bleiben bei dieser Drehung sicher in 1, da die x-Koordinate
abnimmt und gleichzeitig die y-Koordinate zunimmt; HG
bleibt in T, weil die y-Koordinaten der betroffenen Punkte
stets grol3er als 250 bleiben. EF und GF bleiben sicher so
B lange in 1, wie F in T bleibt. Es genigt also zu zeigen, dass
die Ecke F bei der Drehung stets in T bleibt.

_TAO : x| Hierfur stellen wir zunéchst fest, dass R nach einer Drehung
10 : 50010

; um 45° im Uhrzeigersinn seitenparallel mit Q liegt und dass
die Ecke F deswegen zum Punkt F'(375]125) bewegt worden ist. Wegen 125 > 1125 = 0,3 0
375 > 0,29286 [B75 liegt F' sicher in 1.

Lage nun ein Punkt des Bogens FF' nicht in T, so hétte der Kreisbogen FF' zwei (evtl. zusam-
menfallende) Schnittpunkte mit AB und zwischen diesen beiden Schnittpunkten einen Kreis-
punkt dieses Kreisbogens FF' mit einer zu AB parallele Tangente. Dies kann jedoch nicht sein,
da jede solche Tangente eine Steigung hat, die gro3er als 1 und damit grof3er als die Steigung
von AB ist.

(c) Jede beliebige Lage von R, die in der Eingangsbemerkung zugelassen wurde, kénnen wir
aus den bei (a) und (b) beschriebenen Lagen durch eine Verschiebung nach links parallel zur
x-Achse und einer anschlieBenden Verschiebung nach oben parallel zur y-Achse erreichen.
Dabei nehmen aber stets die x-Koordinaten aller Punkte von R ab, die y-Koordinaten nehmen
zu, also bleiben alle Punkte von R in T.

2. Beweis (direkte Abschatzung mit Koordinaten): Wir legen Q so in
ein orthogonales Koordinatensystem, dass eine Ecke in den
Ursprung und zwei Kanten auf die positiven Achsen zu liegen
kommen. Um mit einfacheren Zahlen rechnen zu kénnen, wéhlen
wir die Einheiten des Koordinatensystems so, dass die Ecken von Q
die Koordinaten (0[0), (1|0), (1]1) und (0|1) haben; in unserem
Koordinatensystem hat also das Quadrat Q Kantenldnge 1, das
Quadrat R die Kantenlange 0,5 und es ist nachzuweisen, dass es
zwei Randpunkte von Q gibt, deren Verbindungsstrecke keine

gemeinsamen Punkte mit R und mindestens die Lange 52105, =
1,042 hat.
Wir bezeichnen drei gegen den Uhrzeigersinn folgende Ecken von R mit E(xly), F und G, den

Mittelpunkt von R mit M(X.|lym), den Winkel, den die Strecke EM mit einer beliebig gewahlten Richtung
(z.B. der x-Achse) bildet, mit a. Jede mégliche Lage von R kann nun mit den drei Variablen x,y, und a

ay

01 ™%

[(mo) g \010) ALIO e
\ I ~~|
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(wobei x,yJ[0,1] und aJ[0°,360°) ) beschrieben werden. Die Koordinaten der beteiligten Punkte sind
dann (es istja OFEM = 45°, EM=142 EF=1 und EG=2):

E(xy), M(x+ @ cos() | y+ % sin(a)), F(x+4 cos(a-45°) | y+ 1 sin(a-45°)), sowie
G(x+ 2 cos(a) | y+2 sin(a)).

O.B.d.A. sei x, = 0,5 und y,, = 0,5, andernfalls spiegele man R und Q an einer oder beiden Mittel-
parallelen von Q. (Bei diesen Spiegelungen behélt ja Q seine Lage relativ zum Koordinatensystem)

Wir werden zeigen, dass bei der so beschriebenen Lage von Q und R wenigstens eines der Punkte-
paare A(1]|0) und B(0]|0,28296) oder A'(0,28296|0) und B'(0|1) die geforderte Eigenschaften hat; dies
geschieht durch Nachweis folgender dreier Tatsachen:

1. Die Punkte A, B, A" und B' liegen auf dem Rand von Q: Da jeweils eine Koordinate den Wert Null,
die andere Koordinate einen Wert aus [0,1] hat, ist dies offensichtlich der Fall.

2. Esist AB= A'B' > 1,042: Dies ergibt sich sofort mit Pythagoras aus AB’ = AB =12+ 0,28926° =
1,0857669796 > 1,085764 = 1,042,

3. Wenigstens eine der beiden Verbindungsstrecken hat keinen Punkt mit R gemeinsam: Dies
beweisen wir, indem wir die Annahme "Beide Verbindungsstrecken haben einen Punkt mit R
gemeinsam" zum Widerspruch "x,,< 0,5 oder y,< 0,5 " fihren.

2

Hierzu definieren wir ¢:= 1--3~ sowie die beiden offenen Halbebenen p := {(xy) | ¢x +y < ¢} und o :=

{(xy) | x + ¢y < ¢}; die Rander dieser beiden Halbebenen sind durch die Geraden durch die Punkte
(1]0) und (0|¢) bzw. (¢|0) und (0|1) definiert. Beide enthalten den Ursprung, aber keinen Punkt, bei
dem die x-Koordinate oder die y-Koordinate mindestens den Wert 0,5 annimmt.

Der Punkt A(1]|0) liegt auf dem Rand von p. Nach der Vorbetrachtung ist ¢ = 1—@ > 0,29286, damit

liegt B(0]0,29286) in p, ebenso die Verbindungsstrecke AB mit Ausnahme des Punktes A(O|1). Analog
ist A'(0]1) auf dem Rand von g, B'(2,9286|0) und A'B' mit Ausnahme von A'ing .

Haben nun beide Verbindungsstrecken einen Punkt mit R gemeinsam, unterscheiden wir zwei Félle:

Sy : Fall 1: Einer der gemeinsamen Punkte sei (1|0) oder (0[]1). Da R

! J W vollstéandig in Q liegt, ist (1|0) oder (0|1) dann eine Ecke von R,

m, .-

0.B.d.A. sei dies E. Dann hat aber M die Koordinaten
Ml M(l+§cos(a)|0+@sin(a)) oder M(O+@cos(a)|1+@sin(a)); dies
fihrt wegen @<%, sin(a)<1 und cos(a)sl zum gewinschten

Eé'\?{)i"‘F- G Widerspruch y,< 0,5 oder x»< 0,5.
B ; Fall 2: Keiner der gemeinsamen Punkte sei (1|0) oder (0|1): Dann
liegt jeder dieser gemeinsamen Punkte in einer der beiden

| CERCETY ALO T, X/ Halbebenen o oder p. Falls x,< 0,5 oder y,, < 0,5, haben wir bereits
den Widerspruch. Falls x,= 0,5 und y,,= 0,5, hat das Quadrat R mit dem Punkt M auch mindestens
einen Punkt, der in keiner der beiden Halbebenen liegt, damit schneiden die Verbindungsstrecken AB
und A'B' das Quadrat R und auch seine Seiten. Damit liegt aber auch eine Ecke von R in ¢ und eine
(evtl. mit der ersten identischen) Ecke von R in p. Nun unterscheiden wir drei Unterfélle:

L3y} x
by :

*| aory an Y A0IY : 9y | A0ID : @y

G
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Fall 2 (i): Eine Ecke liegt sowohl in o als auch in p, d.h. 0.B.d.A.istE O o und E O p:
Dann gelten die beiden Ungleichungen
X+gy<¢
px+y<g;
hieraus folgt nacheinander mit Addition und anschlie3ender Division durch (1+¢) # 0

(1+)R + (1+¢)¥ < 2¢ und

xry< 2
1+¢
_ 2- \/_ 2 £ 4+\/§—2\/§—1_ 3_\/5 3- 1,4 116 <0,5.
o f 2 L 4-2 35 35 3,5

Andererseits ist
Xm + Ym = X+ @ cos(a) + y+ @ sin(a) = x+y+ @ (sin(a)+cos(a))

= xty+ 32 OZ (2 Sin(a)+ 22 Gos(a)) = x+y+3[8in(a+459) < 3 + 1 = 1.

Aus X, + Y < 1 folgt aber sofort der gewiinschte Widerspruch x,,< 0,5 oder y,,< 0,5.

Fall 2 (ii): Eine Ecke liegt in o, eine benachbarte in p; also 0.B.d.A. istE O o und F O p:

Dann gilt x+ ¢y < ¢ und ¢(x+ cos(a-45°)) +y+ 1sin(a-45°) < ¢ ; hieraus folgt durch
Addition, Anwendung der Additionstheoreme sowie &hnliche Umformungen wie in Fall 2 (i):

(L+)R + (L+$)Y + L B2 Bos(a)F 2 sin(a))+ L (<2 sin(a) -2 Bos(a) < 2¢

o (L+@)Ix+y) + ZTsin(@)[$ @+ 1]+ cos()[ 3 B -1 +1-1])) < 2¢

1+$)x +y) + (1+$)E B2 [(sin(0) + cos(a)) < 2¢ + *Z Bos(a)

V2
- (x+y) + %2 [sin(a) + cos(a)) < 1i¢¢ N 21%Z(a) '

Die linke Seite kdnnen wir — wie in Fall 2(i) hergeleitet — durch x,, + y, ersetzten, also folgt

- V2 2+£ _ 2+1
X + Vi < 3-42 Z_J—2 cos(a) < ﬂ+\/_ Z =1,
35 2_@ 2+@ 35 35

Wie im Fall (i) folgt auch hier der gewlinschte Widerspruch x,,< 0,5 oder y,,< 0,5.

Fall 2 (iii): Eine Ecke liegt in o, die gegenliberliegende in p; also 0.B.d.AistE O o und G O p:
Dann gilt x + ¢y < ¢ und ¢[(x + <= cos(a)) + SH 2 sin(a) < ¢ ; hieraus folgt durch Addition
(1+)Tx +y) + 3Z cos(a) + *Zsin(a) < 2.
Wir spalten von der linken Seite wieder (1+¢)[(x +y) + @ [sin(a) + cos(a)) ab:
(1+9)x +y) + [$FZ cos(a) + pFZ cos(a)] + [“Z cos(a) - 22 cos(a)] + [“Z sin(a) +
32 sin(o)] + [¢F2 sin(a) — ¢22 sin(a)] < 2¢

11
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- (1+6)0c+ Y)+(1+9)BZ (cos(a) + sin(a)) < 2¢ ~ =2 cos(a)+Z cos(a) ~ Z sin(a)

+ ¢@ sin(a);

nach Division durch (1+¢)#0 kdnnen wir dies unter Verwendung weiter oben erzielter Zwi-
schenergebnisse recht grob abschéatzen

O Xm + Ym < %+ @(cos(a)—sin(a))% <1+ %Cos(a+45°)[.|0:’L_8 <1.

Wieder folgt der gewiinschte Widerspruch x,,< 0,5 oder y,,< 0,5.
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