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Aufgabe 1: Ein Kartenstapel, dessen Karten von 1 bis n durchnummeriert sind, wird gemischt. Nun
wird wiederholt die folgende Operation durchgefihrt:

Wenn an der obersten Stelle die Karte mit der Nummer k liegt, dann wird innerhalb der obersten k
Karten die Reihenfolge umgekehrt.

Man beweise, dass nach endlich vielen solcher Operationen die Karte mit der Nummer 1 oben liegt.

Gemeinsame Bezeichnungsweisen: Mit "i" bezeichnen wir die Karte mit der Nummeri (i = 1,2,...,n).

1. Beweis (durch Widerspruch): Zunéachst stellen wir unabhangig von der Behauptung fest: Wenn die
Karte "i" oben liegt, werden bei der folgenden Operation nur die i obersten Karten im Stapel bewegt;

alle Karten, die tiefer liegen, bleiben an ihrer Stelle.

Der Kartenstapel hat n verschiedene Karten, es gibt also wahrend der Durchfiihrung der Operationen
maximal n! verschiedene Anordnungen dieser Karten. Nach Schubfachprinzip kommt spatestens nach
n! Operationen eine bestimmte Anordnung zum zweiten Mal vor. Da die Anordnung der Karten im
Kartenstapel nach einer Operation eindeutig durch Anordnung der Karten unmittelbar vor dieser
Operation bestimmt ist, ist die durch die Operationen bedingte Abfolge der Anordnungen im Karten-
stapel ab dem ersten Vorkommen dieser spater wiederholten Anordnung, also spéatestens ab der n!-
ten Operation periodisch. (Evtl. bleibt die Anordnung der Karten gleich, d.h. die Periode hat die Lange
1; dies ist genau dann der Fall, wenn die "1" irgendwann oben liegt.)

Die gréRte Nummer, die wahrend einer Periode nach oben kommt, nennen wir Max; diese Zahl ist als
Maximum einer endlichen Menge von natirlichen Zahlen wohldefiniert.

Zum eigentlichen Beweis nehmen wir an, dass die "1" nie nach oben kommt, d.h., dass Max > 1 und
fihren diese Annahme zum Widerspruch:

Wir betrachten die erste innerhalb der Periode vorkommende Anordnung in dem Kartenstapel, bei der
"Max" oben liegt. Nach dem Durchfiihren der nachsten Operation liegt "Max" im Stapel an Max-ter
Stelle von oben. Nach Annahme ist 2 < Max, die Karte "Max" bleibt also bei dieser Operation nicht an
oberster Stelle.

Da sie spatestens nach einer weiteren Periode wieder nach oben kommt, muss sie irgendwann wieder
bewegt werden. Da sie an Max-ter Stelle liegt, wird sie aber nur bewegt, wenn irgendwann eine Karte
"Moritz' mit Moritz > Max oben liegt. Da alle Karten verschieden nummeriert sind und die Karte "Max"
nicht oben liegt, ist Moritz# Max, also scharfer Moritz> Max im Widerspruch zur Definition von Max.

Bemerkung: Damit ist gezeigt, dass spéatestens nach n!-1 Operationen die "1" oben liegt.

2. Beweis (mit Hilfe einer Bewertungsfunktion): Die Lage der Karte "i" vor der mten Operation (m= 1,
2, 3,...) im Kartenstapel beschreiben wir durch die Charakteristik

1 falls vor dem m-ten Zug die Karte "i" an i -ter Position von oben liegt,
0 sonst .

c(m,i) = {

Mit Hilfe dieser Charakteristik definieren wir eine Bewertung der Anordnung der Karten im Kartenstapel
vor der m-ten Operation:

B(m) = ic(m,i)-zi’1 (m=1,2,3,..).

B(m) hat offensichtlich folgende Eigenschaften:
(A) B(m) ist als Summe nicht negativer ganzer Zahlen wieder eine nicht negative ganze Zahl.
(B) Die Folge der B(m) ist nach oben beschrankt durch B(m) < )'1.2"* =2"-1,
i=1
Zudem ist leicht zu beweisen:

© Liegt vor dem m-ten Zug die Karte "1" nicht oben, so ist B(m) < B(m+1).




BWM 2002 II Lésungsbeispiele . ‘

A

Beweis: Liegt vor der m-ten Operation die Karte "k" (2 < k < n) oben, also an 1. Position
von oben, dann ist ¢(mk) = 0 und es werden in der m-ten Operation im Kartenstapel nur
die Karten auf den Positionen 1,2, ..., k bewegt; fur alle i>k ist damit zusatzlich c(m,i) =
c(m+1,i). Da nach der mten Operation die Karte "k" auf der k-ten Position von oben liegt,

k-1 ) k-1 )
ist c(m+1,k) = 1. Da stets c(m+1,i) < 1, istauch ¥ ¢(mi)-2* < Y 1.2 =211 <24
i=1 i=1
(die hier vorkommenden Summen sind wegen 2 < k < n wohldefiniert) und wir kénnen
damit abschétzen (im Fall k = n lasst man die leere Summe 2 c(m,i)-2" weg):
i=k+1

n k-1 n
Bm) = Y.c(mi)-27 = Yemi)-27+0-2"+ Y c(m,i)- 2
i=1 i=1 i=k+1
n k-1 n
< 1204+ ) e(mi)- 27 < Ye(m+1i)-27 + 12+ ) e(m+1i)- 27
i=k+1 i=1 i=k+1
= Y cm+1i)-270 = B(m+l)

I
JiN

Kéame nun die "1" nie nach oben, ware die Folge (B(m)) nach (A), und (C) eine Folge streng monoton
wachsender ganzer Zahlen, die damit im Widerspruch zu (B) unbeschrankt ware.

Bemerkung: B(m) kann nur ganzzahlige Werte aus [0;2"-1] annehmen und - solange die "1" nicht
oben liegt — sogar nur gerade Werte. Auch ist stets B(m) # 2"-2, da dies einer Anordnung im
Kartenstapel entspricht, bei der sich die "1" als einzige Karte nicht an dem ihrer Nummer
entsprechenden Platz befindet. Damit ist sogar 2™—1 eine obere Schranke. Eine einfache Formel fiir
die Maximalzahl der Operationen bei gegebenem n ist unbekannt.

3. Beweis (vollstandige Induktion):
Induktionsanfang: Die Behauptung ist offensichtlich erfillt fir einen Kartenstapel mit n = 1 Karten.

Induktionsannahme: Fir ein bestimmtes n kommt in einem Kartenstapel mit n Karten, dessen Karten
mit 1,2,...,n durchnummeriert sind, die "1" irgendwann nach oben.

Induktionsschluss: Dann kommt auch in einem Kartenstapel mit n+1 Karten, dessen Karten mit
1,2,..., n, n+1 durchnummeriert sind, die "1" irgendwann nach oben:

Beweis: Wir betrachten einen Kartenstapel mit n+1 Karten.

Fall 1: Die Karte "n+1" liegt ganz unten: Dann besteht der Teilstapel der obersten n Karten aus den
Karten mit den Nummern 1, 2, ..., n. Damit wirken sich alle Operationen nur auf diesen Teilstapel aus;
da dieser Teilstapel zusatzlich die Bedingungen der Induktionsannahme erfillt, kommt die "1"
irgendwann nach oben.

Fall 2: Die Karte "n+1" liegt nicht ganz unten:

Fall 2.1: Die mit n+1 nummerierte Karte kommt beim Durchfiihren der Operationen irgendwann
nach oben oder liegt bereits am Anfang oben: Nach der nun folgenden Operation kommt die
"n+1" ganz nach unten, wir erhalten so eine Situation wie in Fall 1 und nach Induktionsannahme
kommt die "1" irgendwann nach oben.

Fall 2.2: Die mit n+1 nummerierte Karte kommt beim Durchfihren der Operationen nie nach
oben: Die Beschriftung einer Karte hat erst dann einen Einfluss auf die Reihenfolge der Karten
im Stapel, wenn sie nach oben kommt. Da die Karte "n+1" nie nach oben kommt, kann sie mit
einer beliebigen Nummer versehen werden, ohne dass im Zuge der Operationen jemals eine
andere Reihenfolge der Karten vorkommt. Wir versehen die Karte "n+1" deswegen mit der
Nummer der zuunterst liegenden Karte, damit besteht der Teilstapel der obersten n Karten aus
den Karten mit den Nummern 1,2,...,n. Wie in Fall 1 kdnnen wir dann schliel3en, dass die "1"
irgendwann nach oben kommt.

Bemerkung: Falls zu Beginn die Karte "1" ganz unten liegt, muss der Fall 2.1 eintreten:
Andernfalls wirde die "n+1" mit der Nummer 1 Uberschrieben und kame so nach
Induktionsannahme irgendwann nach oben!
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Aufgabe 2: Gesucht werden streng monoton wachsende Folgen (ay, ai, ay, ...) nicht-negativer ganzer
Zahlen mit der Eigenschaft, dass jede nicht-negative ganze Zahl eindeutig in der Form & + 2g + 4a,
geschrieben werden kann; dabei sind i, j und k nicht notwendigerweise verschieden.

Man beweise, dass es genau eine solche Folge gibt und bestimme ayqgs.

Die Aufgabe wird in folgenden Teilschritten bearbeitet:

1. Nachweis der Eindeutigkeit einer solchen Folge.

2. Nachweis der Existenz der Folge durch Konstruktion mit Nachweis der Eigenschaften.

3. Berechnung von aygs.

zu l.:

Zu 2.

Es gibt hdchstens eine solche Folge:

Wir nehmen an, es gebe zwei verschiedene Folgen (a,) und (b)) (n=0, 1, 2, ...) mit der verlang-
ten Eigenschaft. Dann betrachten wir den kleinsten Index r mit a # b, 0.B.d.A. sei a < b,
(andernfalls vertauschen wir die Bezeichnungen a und b). Da sich die nicht-negative ganze Zahl
0 als Summe von nicht-negativen Gliedern der streng monotonen Folgen darstellen lasst, ist
ag=byg=0,alsor>1.

a; = a, + 2agt 4q, ist also eine Darstellung der nicht-negativen ganzen Zahl a, durch die Glieder
von (a,); daneben existiert eine Darstellung a = b; + 2b; + 4b, durch Glieder von (b,), wobei
wegen a, < b, und der strengen Monotonie der Folge die Indices i,j und k alle kleiner als r sind.
Nach Definition von r ist dann b, = & , bj = &, by = &, wir haben also mit a, = & + 2a+ 4a, eine
weitere Darstellung von a, durch die Glieder von (a,) gefunden; diese ist wegen i,j,k < r sicher
verschieden von der ersten im Widerspruch zur vorausgesetzten Eindeutigkeit der Darstellung.

Beschreibung der Folge:

1. Variante: Die Glieder der Folge (a,) kdnnen wie folgt definiert werden:

Es ist a, := 2;8‘ , wobei die z definiert sind durch die — bekanntlich existierende und
i=0

eindeutige — Darstellung von nim Zweiersystem n= ZziZi (ze{0,1},n=0,1, 2, ..).
i=0
Damit ist die Menge der Glieder der Folge (a,) identisch mit der Menge aller nicht-negativen
ganzen Zahlen, deren Darstellung im Achter-System nur die Ziffern 0 oder 1 verwendet.

Zum Beweis genligt es zu zeigen: (A): Die Folge (a, ) ist wohldefiniert, (B): Die Folge (a, ) ist
streng monoton wachsend, (C): Jede nicht-negative ganze Zahl z besitzt eine Darstellung der
geforderten Art, (D): Es gibt nur eine solche Darstellung.

Teilbeweis (A): Die Folge (a,) ist wohldefiniert: Mit [z(n)] bezeichnen wir die Ziffernfolge der
Darstellung von nim Zweiersystem. Durchlauft n die Menge aller nicht-negativen ganzen Zahlen,
so durchlaufen die [z(n)] die Menge aller Ziffernfolgen aus {0,1}, die ihrerseits im Achtersystem
alle nicht-negativen ganzen Zahlen erzeugen, deren Darstellung nur die Ziffern O oder 1
verwendet.

Teilbeweis (B): Die Folge (a,) ist streng monoton wachsend: Sowohl im Zweier- wie im
Achtersystem gilt, dass von zwei Zahlen diejenige die gréRere ist, welche in ihrer Ziffernfolge
von links her als erste eine grof3ere Ziffer wie die andere hat. Da n im Zweiersystem die gleiche
Ziffernfolge wie a, im Achtersystem hat, Gibertragt sich die Ordnung von den n auf die a,.

Teilbeweis (C): Jede nicht-negative ganze Zahl z besitzt eine Darstellung der geforderten Art:

Wir formen die — bekanntlich existierende und eindeutige — Darstellung von zim Dualsystem um
(ze{0,1} fur alle i=0,1,2,...):
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Z = 22|2' = 2 Zizi+ 2 ziZi+ 2 Z|2I
i=0 i=0mod3 i=1lmod3 i=2mod 3
= Y z2+2- ) z27+4- ) z2"? bzw. nach geeigneter Indexverschiebung
i=0mod3 i=1lmod3 i=2mod3
z = Y z2+2 ) z,2+4- ) z,2.
i=0mod3 i=0mod3 i=0mod3

SchlieRlich verwenden wir 2° = 8 und setzen I := Zsi, S := Zgi+1, ti = Zaisp UNd erhalten so

1
ng

Il
o

8 +2.Y58 +4.318 (9.
i=0 i=0

Mit allen z sind auch alle r;, 5 und t; aus {0,1}; damit beschreibt wie verlangt jede der drei
Summen eine Zahl aus der Folge (a,).

Teilbeweis (D): Es gibt nur eine solche Darstellung: Die Zuordnung der z zu den (r;,s,t) ist
offensichtlich umkehrbar eindeutig, d.h. zu verschiedenen Darstellungen nach (*), also zu ver-
schiedenen Tripeln von Ziffernfolgen ([r], [s], [t]) gehdren auch verschiedene Ziffernfolgen [z]
und damit wegen der Eindeutigkeit der Binardarstellung einer Zahl auch verschiedene Zahlen z.

2. Variante: Die Folge (a,) wird rekursiv definiert durch:

B 0 falls n=0
718" 4a  falls n=2"+k (M>0,0<k<2"-1)°

Zum Beweis geniigt es zu zeigen: (A): Die Folge (a,) ist wohldefiniert, (B): Die Folge (a, ) ist
streng monoton wachsend, (C): Jede Darstellung einer nicht-negativen ganzen Zahl in der
geforderten Art ist eindeutig, (D): Jede nicht-negative ganze Zahl besitzt eine solche Darstellung.

Teilbeweis (A): Die Folge (a,) ist wohldefiniert: In der Gleichung n=2"+kmitm=>0, 0 < k< 2™-1
sind nach Vorgabe von n die Werte m und k eindeutig festgelegt (m:=[log,(n)]; k:=n—-2".) Durch
rekursive Anwendung dieser Definition berechnet sich jedes a, damit als Summe von Potenzen
von 8 und dem Wert 0 und damit als nicht-negative ganze Zahl.

Um die verlangten Eigenschaften der so definierten Folge nachzuweisen, bendétigen wir zwei

Hilfssatze:
HS(1): Es ist apm ) = £ (8™-1) fiir alle m:
Beweis (vollst. Induktion): Die Aussage ist wegen a,o_3) = a8 = 0 = %(80—1) richtig far

m = 0; und aus der Richtigkeit fir ein bestimmtes m folgt mit apms1ig) = apmiomyy
= 8"+ apmy = 8"+ 3(8™1) =87 (L+3) - 4 = (8™ -1) die Richtigkeit fiir m+1.

0 falls n=0
HS(2): Esista, =1 a,_,+1 falls n ungerade
8~aD falls n>0 gerade

2

Insbesondere ist a,=1 (mod 8) < nungerade und a,=0 (mod8) < n gerade, sowie
a,-an=0(mod8) & n=m(mod2) und a,-a,=%1(mod8) < n % m(mod 2).

Bemerkung: Diese Formel kann ebenso als Definition der Folge (a,) verwendet werden.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage fir n = 0 und blockweise fir alle n e [2™, 2”‘”]
(m=0,1,2,...) durch vollstédndige Induktion nach m: Die Aussage ist offensichtlich richtig
furn=0, n=1und n= 2 (also den jeweils kleinsten Wert in jeder Zeile der Definition) und
somit richtig fur alle n e [2™, 2™ mit m = 0. Nun nehmen wir an, dass fiir alle r =1,2,..., m
die Aussage fiir alle n e [2, 2"*"] richtig ist. Fur ne[2™", 2™ ] gilt dann: Es ist n = 2™+ k
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genau dann gerade, wenn k gerade, also ist

falls k gerade: a, = apm + & = 8-apm1) + 8-a2) = 8-8umiug) = 8-apemuir =8 ama);
falls kungerade: a, = apm + & = 8-apm1y + 8-y +1 = 8-8pm1y + 8-au 1y +1

= 8(apm1y + Ay )+l = B-apmirgeyn ) 1= Aomiger)) t1 = @, +1.

Teilbeweis (B): Die Folge ist streng monoton wachsend: Zunachstist ag =0< 1 = 8°+0=a;
mit vollstandiger Induktion zeigen wir blockweise, dass

agem < Apmegy < ... < Aemieomyy < 8™ = Apma fiir alle m:

Wegen a, = 1 < 8" + 0 = a, ist die Aussage richtig fir m = 0, und wenn sie fur 0, 1, 2, ... , m
richtig ist, also wenn ap < & < ... < @pmi_g) < 8™ < apmay, folgt mit apmay+ ag < apmuy+ 8y < ...
< apmiyt apmi gy < agmayt 8™ < 2. 8™ < 8™ = a,my die Richtigkeit fir m+1.

Bemerkung: apm.y) < a,m folgt auch aus Hilfssatz (1).

Teilbeweis (C): Wenn eine nicht-negative ganze Zahl z eine Darstellung der Form z = & + 2g +
43, besitzt, dann ist diese eindeutig (Widerspruchsbeweis mit endlichem Abstieg):

Ware das nicht so, dann gdbe es eine kleinste nicht-negative ganze Zahl z, die zwei verschie-
dene Darstellungen z= & + 2g + 48, = a + 2as + 4a, besitzt. Dabeiistz > 0, da 0 = ap+ 2ay+
4q, offensichtlich die einzige Darstellung der geforderten Art der Zahl O ist.

Es folgt (& — a)+ 2(a —ay)+ 4(ax — &) = 0. Die rechte Seite dieser Gleichung ist gerade, also
muss — da links der zweite und dritte Summand sicher gerade ist — auch (a — &) gerade sein,
nach Hilfssatz (2) also i = r (mod 2). Dann ist aber — ebenso nach Hilfssatz (2) — sogar
(& — &) =0 (mod 8). Analog kénnen wir nun j = s (mod 2) schlielen: Mit (g —as) = +1 (mod 8) lieRe
die linke Seite bei Division durch 4 den Rest 2, die rechte Seite aber 0. Schlie3lich folgt hieraus
k=t (mod 2): Mit (ax —a) = £1 (mod 8) lieRe die linke Seite bei Division durch 8 den Rest 4, die
rechte aber 0.

(Variante: Jede der Differenzen auf der linken Seite I&sst bei Division durch 8 einen der Reste 1,
0, oder —1. Durch einfaches Nachrechnen (im Kopf ohne Hilfsmittel mdglich) erkennt man, dass
die Gleichung A+2B+4C = 0 (mod 8) mit A,B,Ce{-1,0,1} nur die Ldsung (A,B,C)=(0,0,0) hat.)

Falls in allen Paaren (i,r), (j,9, (kt) beide Zahlen gerade sind, fuhrt Hilfssatz (2) zu
. a

228,05 4% - a, +2a; +4a, und 223,085,458 a, +2a,+4a, (dai,j,sktalle

8 8 8 8 5 3 3 8 8 8 3 5 5

gerade sind, nehmen alle Indices zuldssige Werte an!) und damit zu der nicht-negativen ganzen

Zahl g die wegen z>0 echt kleiner als z ist und die zwei offensichtlich verschieden

Darstellungen besitzt; dies steht im Widerspruch zur Minimalitat von z

Falls in wenigstens einem Paar (i,r), (j,9), (kt) beide Zahlen ungerade sind, so erhalten wir einen
ahnlichen Widerspruch: Z.B. seien j und s beide ungerade, so fuhrt Hilfssatz (2) mit

-2 = (g + 2 + 48, )-2 = (& + 2(a_1+1)+ 4a)-2 = & + 28 1+ 4a.und auch z-2 = a, + 2a5;, + 4&
wieder zu einer Zahl, die kleiner als z ist, aber im Widerspruch hierzu zwei offensichtlich ver-
schiedene Darstellungen besitzt. Analoge Uberlegungen fiihren, falls i und r gleiche Paritat be-
sitzen, Uber die Zahl z-1 < zzum Ziel, falls k und t gleiche Paritat besitzen, Gber die Zahl z-4 < z

Teilbeweis (D): Jede nicht negative ganze Zahl z besitzt eine Darstellung der Form z= & + 2g +
43, : Sei z eine nicht-negative ganze Zahl. Wir wahlen irgend ein m so, dass 8™ > z Nun
betrachten wir alle Zahlen der Form z* = & + 2g + 4a mit i,j,k < 2™. Da die Folge (a,) streng
monoton wéchst, ist mit Hilfssatz (2) 0 = ag + 2ay + 489 < Z° < apm1y) + 28pm1y + 4apm1y = Tam
=7 1(8™1) = 8™1. Jedes z* nimmt also einen der 8" Werte aus dem Intervall [0;8™-1] an; da

es (2"')3 = 8™ verschiedene Tripel (a,a;,a) gibt und nach Teilbeweis 3 zu verschiedenen Tripeln
verschiedene Zahlen z© gehoren, nimmt z* sogar jeden ganzzahligen Wert aus [0;8™1] genau
einmal an, also auch z. Damit haben wir die Existenz einer solchen Darstellung fiir das gewahlte
zgezeigt.
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zu 3.: Es ist nach Variante 1:

2002 =1-1024 + 1512 + 1-256 + 1-128 + 1-64 + 0-32 + 1.16 + 0-8 + 0-4 + 1.2 + 0-1, damit ist
2002 =11111010010|, und

Ao, = 18°+1.8°+18%°+18 +18°+08°+18"+08°+08°+18" +08°
=1073741824+34217728 + 16777216 + 2097152 + 262144 + 4096 + 8 =1 227 100 168.

nach Variante 2:

Q002 = Q1024 F Ag7g = Ago24 tas12 tues = ... = goza tas12 Tazse T Quog TAss Tus T A2
= 8%+ 8°+8°+ 8"+ 8°+8"+8'=..= 1227100168

nach Hilfssatz (2): rekursives Anwenden der Formel ergibt:

Q02 = 8-a1001 = 8(@1000 + 1) = 8:(8%(azs+1)) = 8:(8%(ass + 1) + 1)

8(8(8%an+1)+1) = .. = 8(8%(8%(B(aw+ )+ 1) +1)+1)

8.(8%(8%(8-(8-(ag + 1)+ 1) + 1) + 1) + 1)

8.(8%(8%(8:(8:(B-(a, + 1) + 1)+ 1) +1) + 1) + 1)

8.(8%(8%(8-(8:(8:(8-(ap + 1) + 1) + 1)+ 1) + 1) + 1) + 1).

Ausrechnen von Innen ergibt der Reihe nach die Werte

0+1=1; 1-8+1=9; 9-8+1=73; 73-8+1=585; 585-8+1=4681; 4681 - 8%+1 =299 585;
299585 - 8%+1 =153 387 521; 153387 521-8=1227 100168 = A002-

Aufgabe 3: Gegeben ist ein konvexes Polyeder mit einer geraden Anzahl von Kanten.

Man beweise, dass jede Kante so mit einem Pfeil versehen werden kann, dass fir jede Ecke die
Anzahl der in ihr miindenden Pfeile gerade ist.

Gemeinsame Bezeichnungsweisen: Ecken, in die eine gerade bzw. ungerade Anzahl von Pfeilen
muinden, nennen wir gerade bzw. ungerade Ecken

1. Beweis (durch Konstruktion einer zulassigen Pfeilbelegung): Wir versehen zunachst die Kanten des
Polyeders irgendwie mit Pfeilen und zéhlen in jeder Ecke die in dieser Ecke miindende Pfeile. Da jede
Kante mit genau einem Pfeil versehen wurde, der in genau einer Ecke miindet, ist die Gesamtsumme
dieser Eckensummen identisch mit der Gesamtzahl der Kanten, nach Voraussetzung also gerade.

Die Eckensummen in den geraden Ecken sind nach Definition gerade, in den ungeraden Ecken
ungerade. Bekanntlich ist die Anzahl der ungeraden Summanden in einer geraden Summe gerade;
damit ist die Anzahl der ungeraden Ecken gerade.

Wenn es keine ungeraden Ecken gibt, sind wir fertig. Wenn es noch ungerade Ecken gibt, kbnnen wir
deren Gesamtzahl durch folgende Operation um zwei reduzieren:

Da die Gesamtzahl der ungeraden Ecke gerade ist, gibt es mindestens zwei davon, wir kénnen also
zwei verschiedene davon auswahlen. Es gibt sicher einen Weg von Kanten, tber den diese Ecken
miteinander verbunden sind. Wir schreiten diesen Weg ab und drehen auf jeder Kante, die wir entlang
dieses Weges begehen, den Pfeil um. Beim Uberschreiten einer Ecke auf diesem Weg wird so die
Anzahl der in sie mindenden Pfeile um 2 gréf3er, 2 kleiner oder sie bleibt gleich, damit bleiben gerade
Ecken gerade und ungerade Ecken bleiben ungerade. Bei der Startecke und bei der (von ihr
verschiedenen!) Endecke verringert oder vergro3ert sich die Anzahl der miindenden Pfeile um genau
1, aus diesen ungeraden Ecken werden also gerade Ecken. Insgesamt hat sich die Anzahl der
ungeraden Ecken um 2 verringert.

Nach endlich vielen solchen Reduktionen gibt es keine ungeraden Ecken mehr.

Bemerkung: Die Argumentation ist auch dann giltig, wenn Ecken und/oder Kanten mehrfach
durchlaufen werden.
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2. Beweis (durch vollstandige Induktion nach Anzahl der Ecken): Uber die Aufgabenstellung hinaus
wird bewiesen: In jedem zusammenhangenden Graph mit einer geraden Anzahl von Kanten kdnnen
diese so mit Pfeilen versehen werden, dass firr jede Ecke die Anzahl der in ihr miindenden Pfeile
gerade ist.

Da die Ecken- und Kantenkonfiguration jedes konvexen Polyeders als zusammenhéangender Graph
interpretiert werden kann (einige weitere notwendige Eigenschaften sind hier unerheblich), ist damit die
Aussage bewiesen.

Induktionsanfang: Besitzt der Graph genau eine Ecke, so ist jede Kante dieses Graphen eine
Schlinge, die in dieser Ecke beginnt und endet. Versieht man sie beliebig mit einem Pfeil, so minden
in dieser Ecke ebenso viele Pfeile wie es Kanten gibt; nach Voraussetzung eine gerade Anzahl.

Induktionsvoraussetzung: Ein zusammenhangender Graphen G mit e Ecken (e>1) und einer
geraden Anzahl von Kanten erfiillt die Bedingungen der Aufgabe.

Induktionsschluss: Dann erfillt auch ein Graph G mit (et+1) Ecken die Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Da e+l > 2 und der Graph zusammenhangend ist, besitzt er mindestens zwei durch
mindestens eine Kante verbundene Ecken, diese nennen wir E; und E,, eine der sie verbindenden
Kanten nennen wir k. Wir vereinen diese beiden Ecken zu einer neuen Ecke E. Alle Kanten, die E; mit
E, verbinden, werden nun zu Schlingen, die in E beginnen und enden, alle anderen Kanten, die in/von
E; oder in E, enden/ausgehen, werden zu Kanten, die in/von E enden/ausgehen.

Der hieraus entstehende Graph G' hat damit e Ecken, ist ebenfalls zusammenhéngend und erfillt
somit die Induktionsvoraussetzung. Wir kdnnen also seine Kanten so mit Pfeilen versehen, dass er nur
gerade Ecken hat; insbesondere miindet in E eine gerade Anzahl von Pfeilen.

Nun ziehen wir die Ecken E; und E, wieder auseinander und belassen zunachst die Pfeile auf den
Kanten. Die Zahl der in E mindenden Pfeile ist gerade und identisch mit der Summe der Anzahl Pfeile,
die in E; und E, minden. Bekanntlich kann eine gerade Zahl nur in zwei gerade Summanden oder in
zwei ungerade Summanden aufgeteilt werden, damit sind entweder beide Ecken E; und E, gerade
(dann sind wir fertig) oder beide ungerade; dann drehen wir den Pfeil auf Kante k um. Diese verbindet
ja die Ecken E; und E,, durch dieses Umdrehen verringert sich in einer der Ecken E; und E, die Zahl
der mundenden Pfeile um genau 1, in der anderen erhdht sie sich um genau 1, beide Ecken werden
also gerade.

Aufgabe 4: In einem spitzwinkligen Dreieck ABC seien H, und H, die FuRpunkte der von A bzw. B
ausgehenden Hoéhen; W, und W, seien die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden durch A bzw. durch
B mit den gegeniiberliegenden Seiten.

Man beweise: Im Dreieck ABC liegt der Inkreismittelpunkt | genau dann auf der Strecke H,Hy,, wenn
der Umkreismittelpunkt U auf der Strecke W,W,, liegt.

Gemeinsame Bezeichnungsweisen: Neben den (Ublichen Bezeichnungsweisen seien die
Mittelpunkte der Seiten BC, CA und AB mit M,, M, bzw. M, bezeichnet, der Inkreisradius mit r, der
Umkreisradius mit R, der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden und Ho6he durch C mit der
gegeniiberliegenden Seite analog der anderen Bezeichnungsweisen mit W, bzw. H..

Vor dem eigentlichen Beweis werden einige Hilfssétze bereitgestellt:

HS 1: In jedem Dreieck teilt jede Winkelhalbierende die Gegenseite im Verhdltnis der anliegenden

Seiten. Es ist also z.B. =—.

Unmittelbare Folgerung: CW, = al und analog CW, = bi.
b+c a+c

Ferner ist [W,CW,| = %-CW,-CW, -sin() = +-[a—— |- b—2—|sin) =JaBC| | —22 |,
b+c a+c (a+c)-(b+c)
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Beweis (1. Figur im 1. Beweis, ist wohl auch als bekannt aus der Schule vorauszusetzen): w,
teilt das Dreieck ABC in zwei Teildreiecke auf. Als deren Grundseiten kann man einerseits CW,
bzw. W,B bei gleicher H6he von A, andererseits auch AB bzw. AC bei gleicher Hohe von W,
interpretieren. Dividiert man die hieraus berechneten Flacheninhalte, erhdlt man sofort die
Behauptung.

HS 2: In jedem spitzwinkligen Dreieck schliel3en die Seiten des HohenfuR3punktdreiecks mit den Seiten
des Dreiecks Winkel ein, die genau so gro3 wie die gegenlberliegenden Winkel des Ausgangs-
dreiecks sind. Es ist also z.B. ZH,H,C = 8.

Beweis: (1. Figur im 2. Beweis): Der Thaleskreis z.B. Giber der Seite AB geht auch durch die
HohenfulRpunkte der Héhen von A und B. Das Viereck AH,H,B ist also Sehnenviereck, dessen
AuRenwinkel ZH,H,C ist genau so groR wie der gegeniiberliegende Innenwinkel ZH,BA = .

HS 3: In jedem spitzwinkligen Dreieck schlie3en eine Mittelsenkrechte und die Verbindungsgerade von
Umkreismittelpunkt zu einem Endpunkt der zugehérigen Seite einen Winkel ein, der so grof3 ist wie der
gegeniberliegende Winkel. Es ist also z.B. ZCUM, = B.

Beweis (2. Figur im 1. Beweis): U ist der Mittelpunkt des Umkreises ABC, ZCUM, ist der halbe
Mittelpunktswinkel zum Umfangswinkel £.

1. Beweis (liber Flachenbetrachtungen): Es geniigt, folgende Aquivalenzen nachzuweisen:

a+b
' cos(y) =
a+b+c

leHH, &F &? cog(y) = cos(a) + cos(f) < Ue W, W,

zu 1): Aus dem bei Hy rechtwinkligen Dreieck BH,C leitet man sofort CH, = a-cos(y) ab; analog ist
CH, = b-cos(y). Nach Hilfssatz 2 haben die Dreiecke H,H,C und ABC die gleichen Innenwinkel, sind

also ahnlich; dabei verhalten sich entsprechende Seiten

Q C —
CH,
X w,
.' X b

A B < coy(y) =

- 2:00y) _ cos(y), fur ihre
a

Flacheninhalte gilt also [H,H,C| = |ABC|-cosz(y). Uber
bekannte Flacheninhaltsformeln erhédlt man (die erste
Aquivalenz gilt, weil | sicher im Innern des Dreiecks ABC
liegt und damit im Innern des Winkelfeldes von ZACB):

leHH, < |[CHH,| |[CHpl| + |CIH,|
1.r-a-cog(y)+3 -r-b-cos(y)
1 r-(ath)-cos(y)
(ath)

(die Division durch cos(y) ist Aquivalenzumformung, da
das Dreieck ABC spitzwinklig ist und damit cos(y) # 0)

dieser Dreiecke wie

& |ABCJ-cos’(p)

2
costr) < 3 -r-(atb+c)-cos(y)

S (atb+c)-cos(y)

a+b
a+b+c

zu 2): Mit a = b-cos(y)+ c-cos(f) und b = a-cos(y)+ c-cos(e) erhalt man

a+b
a+b+c

cos(y) = & (atb+c)-cos(y) = b-cos(y)+ c-cos(f) + a-cos(y)+ c-cos(a)

& cos(y) = cos(a) + cos(f) .
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zu 3): Aus dem bei M, rechtwinkligen Dreiecke UM,C leitet man sofort MU = R-cosf3 ab; analog MU =
R-cosa und MU = R-cosy. Damit gilt mit &hnlichen Uberlegungen wie oben (da das Dreieck spitzwinklig
ist, liegt U im Innern des Dreiecks ABC und damit im Innern des Winkelfeldes von ZACB):

UeWW, & |[CWpW,| = [CW,U| + [CUW,|

o |ABC|.L.L
a+c b+c

= % .b- _a 'R'COS(ﬁ)'i'% .a- L -R-cos()
a+c b+c

& [$-aRcos(a) +1 -b-Rcos(p) +
a b

a+c b+c

1 .R.a.b[M +M}

a+c b+c

+ 1 -c-Rcoy(y)]
< a-cos(a) + b-cos(f) + c-cos(y)

= (b+c)-cos(f) + (a+c)-cos(a)
< cos(y) = cos(r) + cos(f) .

R-cos(y)

2. Beweis (elementar): Es geniigt, folgende Aquivalenzen nachzuweisen:

U=MU &% Uew,W,

C

le HaHp &% BH, +AH, =HH, & MU +M

a

zu 4) (vgl. auch Variante unten): Nachweis von "=":

Sei le HH,. Der Umkreis von Dreieck AIB schneidet
die Gerade (HzHp) in einem zweiten (evtl. mit |
zusammenfallenden) Punkt, den wir J nennen. Nach
Umfangswinkelsatz erscheint AB von J unter dem
gleichen Winkel wie von I; da H,H, Sehne im
Thaleskreis tber AB und damit die Menge der
Punkte auf der Geraden (HzHy) ist, unter denen AB
unter einem stumpfen Winkel erscheint, ist J ebenso
wie | innerer Punkt von HzH,. O.B.d A. liege J auf
der Strecke IH, (andernfalls vertauschen wir die
Bezeichnungen von A und B.)

Falls 1J, ist das Viereck AIJB ein Sehnenviereck,
damit erganzt sich Z1JB mit dem gegenuberliegen-
den ZBAI ebenso zu 180° wie mit dem Nebenwinkel
/BJH,. Diese beiden sind also gleich, es ist damit

/BJH, = 4. Da ZCH,Hy = ¢, ist nach AuBenwinkelsatz im Dreieck BJH, dann auch £ZH,BJ =

2

ZCHH,—-2BJH, = oc— & = £. Das Dreieck BJHj ist also gleichschenklig und somit B_Ha: H

Nach Konstruktion ist Hpe1J und ZIBA=Z; wir kénnen also im Sehnenviereck AlJB nach Umfangs-
winkelsatz ablesen: ZH,JA = ZIJA = ZIBA = % ; nach AulRenwinkelsatz im Dreieck AH,J zusammen
mit ZH,H,C = B berechnet man wie oben ZJAH, = - £ = g Das Dreieck AH,J ist also ebenfalls

2

gleichschenklig und damit A_HID = H_bJ

Falls I=J, ist H,H, Tangente an den Umkreis von Dreieck AIB und es folgt mit Sehnen-Tangentensatz
die gleiche Aussage, zusatzlich noch o=p.

Schlief3lich ist J innerer Punkt von H,H,, zusammenfassend ist also: B_Ha +AH, =HH,.

a

10
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Nachweis von "<

Sei BH, + AH, = HH, . Dann existiert ein Innerer Punkt J auf H.H, sodass AH,=H,J

und BH, = JH, ; die Dreiecke AH,J und BH,J sind dann gleichschenklig und ihre Basiswinkel berech-

nen sich nach AuRenwinkelsatz (die AuRenwinkel bei Hy, bzw. H, haben die Weite § bzw. o) zu g

bzw. £. Nun betrachten wir den zweiten, evtl. mit J zusammenfallenden Schnittpunkt des Umkreises

von Dreieck AJB mit H,H,, (er sei mit I* bezeichnet und liege 0.B.d.A. auf der Strecke H,J). Falls I*£J

gilt nach Konstruktion von I* und Umfangswinkelsatz: g = ZHpJA = ZIJA = ZI*BA, damit liegt I* auf

der Winkelhalbierenden wg. SchlieBlich ist AI*XJB ein Sehnenviereck und somit ¢ = ZBJH, =

180°-ZI*JB = ZBAI*. Damit liegt I* auch auf w,, ist also identisch mit I; es ist also le H H,,. Falls 1*=],

ist 2=£ und somit 1=J € H Hy,.
zu 5) (vgl. auch Variante unten): Wir konstruieren aus den Strecken UM,, UM, UM, und dem
Umkreisradius (in dieser Reihenfolge) ein Viereck CPM,U,
von dem wir nachweisen werden, dass es ahnlich zum
Viereck AHyH,B ist. Fiir einen geeigneten Ahnlichkeitsfaktor
k # 0 folgt dann

BH, + AH, = HH, & k-BH, +k-AH, = k-HH, o
MU+ MU = MU

und so unmittelbar die zu beweisende Aussage:

Hierzu zeichnen wir den Kreis tber dem Durchmesser UC.
Er ist gleichzeitig Thaleskreis Gber UC und enthéalt damit
auch die Punkte M, und M,. Die Parallele zu UM, durch C
schneidet diesen Kreis in einem Punkt P; da das Viereck

PCM,U ein Rechteck ist, ist zusatzlich CP = UM, .

Es ist PU L M,U, nach Thales also auch PM, L MyM,. Aus
MyM, || AB (Mittelparallele!) und UM, L AB folgt PM, || UM..
Da auch MM, || BC || UP, ist das Viereck PMyM,U ein

Parallelogramm, insbesondere ist PM, = UM, .

Die Vierecke UM,PC und BH,H,A haben bei U bzw. B beide den Innenwinkel 3, bei C bzw. A beide den
Innenwinkel o, in beiden Vierecken stehen die Diagonalen senkrecht auf entsprechenden Seiten. Da-
mit sind die Teildreiecke ABH, und CUM, sowie BAH, und UCP &ahnlich, also auch die Vierecke selbst.

zu 6) (vgl. auch Variante unten): Die Ful3punkte der Lote von W, und W, auf AB seien mit Fy, bzw.
Fwp bezeichnet, der Schnittpunkt von Fy,W, mit MU mit R.

C
Nachweis von "<":

Sei Ue W, W,. Wir unterwerfen die Strecke UM, zuerst der

zentrische Streckung (W, ﬁ ), spiegeln anschlielend das

Bild an der Winkelhalbierenden BW,,, und unterwerfen das

Bild dann der zentrischen Streckung (W,, —=—). Bei dieser

Verkettung von Abbildungen wird U offensichtlich der Reihe
nach auf Wy, wieder Wy, und anschlieend zurtick auf U ab-
gebildet; M, der Reihe nach auf den Fu3punkt des Lotes von
Wy, auf BC (da UM,LBC), dann auf FW, (da bei der Spie-
gelung an der Winkelhalbierenden W,, Fixpunkt und das Bild
von BC die Gerade BA ist), dann auf R (da WyFyy, || UM).
Da zusatzlich der Streckfaktor der zweiten zentrischen
Streckung der Kehrwert des Streckfaktors der ersten ist, hat
deren Produkt den Wert 1 und die Gesamtabbildung ist
damit eine Kongruenzabbildung und die Strecken UM, und
UR haben die gleiche Lange.

11
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In &hnlicher Weise weisen wir nach, dass UM, und MR die gleiche Lage haben: Wir unterwerfen die

Strecke UM, zuerst der zentrischen Streckung (W, W ), spiegeln anschlieBend das Bild an der

Winkelhalbierenden AW,, und unterwerfen das Bild dann der zentrischen Streckung (Fyy, %).

U wird dabei der Reihe nach auf W,, wieder W, und schlie3lich auf R abgebildet; M, der Reihe nach
auf den Ful3punkt des__Lotes von W, auf AC, dann auf Fy, und schlieBlich auf M.. Zur Begriindung
bendtigen wir analoge Uberlegungen wie oben und die Feststellung, dass - weil WyFyy, || MU || WaFwa

WU _ FypMc

- auch .
WbWa F\NbFWa

Da U innerer Punkt von W_,W, ist, ist auch R innerer Punkt von MU, also
M, U=M_R+RU=UM, + UM, .

Nachweis von "=":

Sei Ug W ,W,. Wir bezeichnen den Schnittpunkt von MU mit W,Wy mit U*, die LotfuBpunkte von U*
auf AC und BC mit Mp* bzw. M,*. Nach obigem Beweis ist dann M_U* =U*M, *+U*M_* . Ist nun

M.U*<M.U, dann ist offensichtich U*M_*>UM, und U*M,*>UM,, also M.U < UM, + UM, ,
insbesondere MU # UM, + UM, , durch Umdrehen der </> Zeichen folgt dies in analoger Weise auch
aus M_U*>M_U .

Varianten (zur besseren Ubersicht nicht in den 1. oder 2. Beweis eingearbeitet):

Wir beweisen zunachst einen weiteren Hilfssatz:

HS4: In jedem Dreieck gilt cl = a+b .
Cw, a+b+c
C Beweis: Die Parallele zu AB durch | schneidet AC und

BC in zwei Punkten, die wir Hy* und Hy* nennen. Das
Dreieck AH,*I hat bei A den Innenwinkel & (Konstruktion

von 1), ebenso bei | (Wechselwinkel an parallelen
Geraden AB||H,*Hp*), ist also gleichschenklig und es ist

AH,* = H_*I. Analog folgt BH,* = H,*I. Da | innerer
Punkt von Hy*H,* ist, folgt schlieBlich H,*H* =
H,*I+ H*I = AH,*+ BH, *.

Da auch H.* und H,* innere Punkte von AC bzw. BC
sind, hat das Dreieck CH,*H,* den Gesamtumfang a+h.

Da H *Hy* || AB, gibt es eine zentrische Streckung mit

Zentrum C, die das Dreieck ABC mit Umfang a+b+c in

das Dreieck H,*Hp*C mit Umfang a+b dberfihrt; deren
a+b

a+b+c’
Streckung auch CW,. in CIl uberfuhrt, folgt die
Behauptung.

Streckfaktor hat also den Wert Da diese

Variante zu (1) leHH, Y cos(y) = a;b : Den Schnittpunkt von w, mit H;H, nennen wir I*. Die
a+b+c
Dreiecke H,H,C und ABC haben gleiche Innenwinkel, sind also &ahnlich; dabei Uberfihrt eine

% - acosy) _ cos(y) und anschlieBende Spiegelung
a

an w, das Dreieck ABC in das Dreieck H,H,C. Bei dieser Abbildung wird W, als Schnittpunkt von AB

Streckung mit Zentrum C und Streckfaktor

12
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mit w, auf den Schnittpunkt der zugehdrigen Bilder, also auf I* abgebildet; da w, bei der Spiegelung
Cl*

Fixpunktgerade ist, ist damit auch = cos(y). Die Behauptung folgt schlie3lich mit Hilfssatz 4:

c

Cl Cl*
leHH, © I=1* o cl = cl =
CW, Cw, a+b+c

= cos(y).

Variante zu (4) leH,H, <® BH, +AH, =H_H, : Wir kniipfen an die Bezeichnungen und Uberlegun-
gen aus dem Beweis von Hilfssatz 4 an und betrachten die Achsspiegelung an der Winkelhalbierenden
w,. Sie berfuhrt den Punkt H,e CB auf einen Punkt Hy'e CA und Hpe CA auf einen Punkt auf H,'e CB.
Da H,Hy mit den Seiten CB bzw. CA Winkel der Weite  bzw. « einschlieBen, schliel3t H,'Hy' mit den

Seiten CA bzw. CB Winkel der Weite B bzw. « ein, es ist also HyHy' || AB || Ha*Hy*. Ferner ist | € w,
Fixpunkt. Damit gilt:

leHaHy & leHaHy', da auch le Ha*Hy* und Ho'Hy' [[Ha*Hy* folgt :
leHHy & Hg*= Hy' und Hy* = Hy'.

Aus Symmetriegriinden sind in diesem Fall die Dreiecke IH,Hy* und IH.*H, kongruent. Insbesondere
ist dann BH, + AH, = BH,*FH,*H, + AH,*tH *H, = BH *+ AH,* = H *H* = HH, .

Variante zu (5) BH, +AH, =HH, <” MU +MU =M._U (kirzer unter Verwendung trigonometri-
+

AH, =HH, & c-cos(a) + ccos(f) = ccos(y) & R-cos(o) + R-cos(f)

a

)

scher Funktionen): Es ist BH,
=Rcogy) & MU +MU =MU .

Variante zu (6) MU +M,U =M .U <% UeW,W,: Sei d(X,YZ) der Abstand des Punktes X von der

Geraden YZ. Fir jeden Punkt P im Innern eines spitzwinkligen Dreiecks definieren wir f(P) := d(P,AC)
+ d(P,BC) - d(P,AB).

Uber die Aufgabenstellung hinaus wird bewiesen: f(P) =0 < PeW,W,.
Mit M,U = d(U,AC), MU =d(U,BC) und M_U = d(U,AB) folgt sofort die zu beweisende Aquivalenz.

Beweis (mit analytischer Geometrie, etwas knapp formuliert): Wir legen das Dreieck ABC so in ein
Achsenkreuz, dass keine Achse parallel zu W, W,, ist. Die Gerade W,W,, kénnen wir dann durch eine
Gleichung y=mx+t mit geeigneten m,t0 beschreiben; d.h. die Punkte P(xly)e W,W, sind genau die
Punkte, deren Koordinaten diese Gleichung erfiilllen; da m,¢t0, ist eine eineindeutige Zuordnung
zwischen dem Parameter x und den Punkten der Gerade mdoglich. Die Gerade AC kdnnen wir durch
eine Gleichung in Hesse—Normalenform beschreiben, also eine Gleichung der Form px+qgy+r = 0O,
wobei p,g,r so gewahlt sind, dass der Ausdruck px+qy+r genau den Abstand eines Punktes P(x]y), der
im Innern des Dreiecks ABC liegt, von der Geraden AC beschreibt.

Sei P(Xly)e W,W,, d.h. y=mx+t. Einsetzen ergibt mit d(P,AC) = px+q(mx+t) + r einen linearen Term mit
der Variablen x; das Gleiche gilt fur d(P,AB) und d(P,BC). Da Summe und Differenzen von linearen
Termen wieder lineare Terme sind, ist auch d(P,AC) + d(P,BC) — d(P,AB) ein linearer Term mit der
Variablen x. Da W, auf w, liegt, ist d(W,,AC) = d(W,AB) und damit f(W,) = 0, mit &hnlicher
Argumentation auch f(Wy)=0. Wir haben also zwei verschiedene x-Werte, fir die der lineare Term f(P)
= f(P(X)) den Wert 0 annimmt. Dies ist aber nur moglich, wenn f(P(x))=0 fur alle x, d.h. f(P)=0 fur alle
Pe W, W,

Mit f(P)=0 und f(R)=0 (P+R) ist also auch f(Q)=0 fir alle Qe (PR). Gabe es ein P(x]y)g W W, mit f(P)=0,
so ware also fir alle Punkte Qe (PW,) ebenfalls f(Q)=0, ebenso firr alle Punkte Qe (PW,,). SchlieRlich
ware f(Q)=0 sogar fir alle Punkte Q der Ebene, da es durch jeden Punkt Q wenigstens eine Gerade
gibt, die zwei der Geraden W, W, W,P und W,P in verschiedenen Punkten trifft.

3. Beweis (mit homogenen Koordinaten):

Bemerkung: Dieser Beweis beniitzt die Beschreibung von Punktmengen in der Ebene durch homo-
gene (oder auch Dreiecks- oder trilinearen) Koordinaten. Da diese Theorie zumindest im Schulbereich
weitgehend unbekannt ist, werden die nétigen Begriffe und verwendeten Satze im Anschluss an den
eigentlichen Beweis hergeleitet.
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Da die Abstande des Inkreismittelpunktes zu den drei Seiten des Dreiecks gleich sind, hat | die Ko-
ordinaten (1|1]|1). Da W, als Punkt auf der Winkelhalbierenden w,, zu (AB) und (AC) gleichen Abstand
hat und als Punkt auf (BC) zu (BC) den Abstand 0, hat W, die Koordinaten (0:1:1), mit analoger
Begrindung hat W, die Koordinaten (1:0:1).

Da das Dreieck ABC spitzwinklig ist, liegt sein Umkreismittelpunkt U im Innern. Insbesondere ver-
schwindet die dritte Koordinate von U nicht, U hat also Koordinaten (r:s:1) fir geeignete Wert r,seR.
Ferner ist ZUAC = 90°-f8 = ZBAH,; damit entsteht (AH,) aus (AU) durch Spiegeln an der Winkel-
halbierenden w,. Die Abstande eines Punktes auf (AU) zu (AB) bzw. (AC) werden durch diese
Spiegelung zu Abstanden eines Punktes auf AH, zu (AC) bzw. (AB), also erhélt man die Koordinaten
von Punkten auf (AH,) durch Vertauschen von zweiter und dritter Koordinate von Punkten auf (AU)
und geeigneter Anpassung der ersten Koordinate. Als Punkt auf BC hat H, also die Koordinaten
(0:1:s), analog Hy, (1:0:r). Nach HS 1 (s.u.) ist dann nach bekannten Rechenregeln fir Determinanten

101 r 0 1
leHH, < 1 10| =0 = s 10| =0 = Ue W W,
1 s r 111

Bemerkung: Verwendet man die tatsachlichen Koordinaten U(cos(c):cos(f):cos(y)), Ha(0:cos(B):cos(}))
und Hy(cos(y):0:cos()), so erhalt man zusatzlich die im 1. Beweis hergeleitete Aquivalenz

1 0 cos(y)

leHH, © 1 cos(y) 0 =0 o cos(y)cos(c) + cos(y)cos(B) — cos’(y) = O
1 cos(f) cos(a)
cos(e) 0 1
o cos(a) +cos(f)-cos(y) =0 < |cos(Bf) 1 0| =0 & UeWW,.
cos(y) 1 1

Erlauterung der Notation und Herleitung der benétigten Hilfssatze®:

Homogene Koordinaten: Zunachst nennen wir zwei Tripel (pa:po:pe) Und (Ga:0p:0c) proportional, wenn es
ein k=0 gibt, sodass (pa:pv:pe) = (k-0a:k-gu:k-qe). Nach Vorgabe des Dreiecks ABC seien zu einem Punkt
P dessen gerichteten euklidschen Abstande zu den Geraden (BC), (AC) und (AB) mit d,, dy bzw. d.
bezeichnet; dabei sei d, (bzw. d,, d.) genau dann positiv, wenn P und das Innere des Dreiecks ABC in
der gleichen Halbebene bezuglich (BC) (bzw. (AC),(AB)) liegen. Jedes zu (d,:dy:d.) proportionale Tripel
nennen wir homogene(s) Koordinaten(tripel) von P beziiglich des Dreiecks ABC.

Zusammenhang zwischen den homogenen Koordinaten eines Punktes: Es ist stets 1 (ad,+bd,+cd;) =

A (1) bzw. aquivalent - (ad,+bdytcd;) =1 (2); hierbei bezeichne A den Flacheninhalt des Dreiecks

ABC und a, b, c die Langen der Seiten BC, CA, AB. Nachweis: P bestimmt mit je zwei der Ecken A, B
und C insgesamt drei Dreiecke. (1) besagt dann, dass deren (durch die Vorzeichen der d, dy, do)
orientierte Flacheninhalte aufaddiert den Flacheninhalt von Dreieck ABC ergeben.

Existenz- und Eindeutigkeit (Begriindungen teilweise weggelassen oder verkirzt): (A) Zu jedem Punkt
in der Ebene existieren homogene Koordinaten. (B) Jedes Tripel (pa:pp:pc) # (0:0:0) mit ap,+bpy+cp. # 0
ist homogenes Koordinatentripel genau eines Punktes in der Ebene; dies folgt aus der Mdglichkeit,
einen solchen Punkt eindeutig als Schnitt von Geraden durch die Ecken des Dreiecks ABC zu
konstruieren. (Dabei werden die Geraden bestimmt durch das Verhéltnis von je zwei der Koordinaten).

Bemerkung: Falls ap,+bpy+cp. = 0, sind die in (B) genannten Konstruktionsgeraden parallel, das Tripel
(Pa:Po:pc) bestimmt dann keinen Punkt der Ebene; dies ergibt sich auch aus (1). Einem solchen Tripel
wird dann ein "unendlich ferner Punkt" zugeordnet. — Geraden lassen sich ebenfalls durch ein Tripel
(r:sit)e R® beschreiben als Lésungsmenge der Gleichung rp.tsppttp. = 0. Jede Aussage Uber
Inzidenzbeziehungen von Geraden und Punkten lasst sich damit in eine Aussage Uber eine
rechnerische Beziehung von zugehdrigen Tripeln aus R® umformulieren; dabei erfolgt die Beschrei-
bung von Geraden und Punkten durch identische Objekte. Vertauscht man hierbei die Deutung als

! Quelle: Whitworth, William Allen: Trilinear Coordinates and other methods of Modern Analytical Geometry of Two Dimensions.
Deighton, Bell, and Co., Cambridge, 1866, p. 1 - 22. Im Internet zu finden unter:
http://cdl.library.cornell.edu/Hunter/hunter.pl ?handle=cornell.library.math/01190002&id=5
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Punkte und Geraden, erhalt man duale Aussagen. Die homogenen Koordinaten eignen sich damit
besonders zur Darstellung der projektiven Geometrie.

Orientierter Flacheninhalt eines Dreiecks RST in Abhangigkeit von dessen Koordinaten:

Zunéachst seien die Koordinaten R(rarpre), S(sis:s) und
T(taty:t) normiert, d.h. so gewahlt, dass sie die tatsach-
lichen Entfernungen zu den Dreiecksseiten darstellen;
durch Multiplikation mit einem Faktor k0 (xe{r,st}) kbnnen
wir spéter zu beliebigen Koordinaten tibergehen. Die dritten
Koordinaten — also die Abstéande der Punkte zur Seite AB —
werden dann zunéchst nicht benétigt.

Die Parallelen zu (BC) durch R, S und T schneiden (AC) in
drei Punkten, die wir mit R', S' bzw. T' bezeichnen; es ist
dann |RST| = |R'RTT'| + |T'TSS'| - |R'RSS'|. (Hierbei sei mit
[XYZ| der orientierte Flacheninhalt des Polygons XYZ
bezeichnet; einige notwendige Uberlegungen, die die Giil-
tigkeit dieser Gleichung auch bei anderer relativen Lage der
Punkte R,S, T nachweisen, werden hier tibergangen.)

R'RTT' ist ein Trapez mit den parallelen Seiten R'R||T'T,
einer Mittellinie der Lange ﬁ(n (ty+rp) und einer Hohe (t;—r,); es ist also

IRRTT| = 555 (ttro)(taTa)-

Mit analoger Herleitung fir die Flacheninhalte der Trapeze T'TSS' und R'RSS' erhalten wir nach
bekannten Rechenregeln fur Determinanten (bei der letzten Umformung wird (2) verwendet):

IRST| IRRTT| + [T'TSS'| - |R'RSS|
= 5y Lo+ To)(ta = Ta) + (S + to)(Sa — ta) = (S + 1o)(Sa— ra)]

= ey LTal(S + 1o) = (to + o)l = Sal(So + o) — (S + t)] + ta(to + 1) — (S + )] }

= ey L FalSo — to] = Salrp — to] + tafrp — 5] }

ra Sa ta ra Sa ta
= 2si$(y) by S | = 2sii(y) ly S t,
1 1 1 A(ar,+br,+cr.) 2 (as, +bs, +cs,) 2 (at, +bt, +ct.)

Nun ziehen wir den gemeinsamen Faktor 5. aus der dritten Zeile der Determinante und multiplizieren

die erste Zeile mit a, die zweite mit b; anschlieRend subtrahieren wir die erste und zweite Zeile von der
dritten und ziehen den gemeinsamen Faktor c in der letzten Zeile nach auf3en:

1 ara asa ata ra Sa ta
c
RST| = —_— br, b bt =——1r t
IRSTI 4abAsin(y) " K ° aabasng) |° 20
ar, +br,+cr, as,+bs, +cs, at, +bt, +ct, r. s t
kr ra kSSa ktta
oder |RST]| = ¢ ks, kt| firalle kz0.

— Ikt
4abk k_k Asin(y) krb (s ki

Der Faktor vor der Determinante hat niemals den Wert 0; damit haben |[RST| und die Determinante
immer gleichzeitig den Wert 0; dabei stehen in der Determinante beliebige, nicht-normierte Koordi-
naten der Eckpunkte. Da ferner |RST| =0 < R,S,T kollinear, folgt unmittelbar :

HS 1: Die Punkte X(Xa:Xy:Xc), Y(Ya'Yb:Ye) Und Z(z5:7,:2;) sind genau dann kollinear, wenn det(X,Y,Z2)=0.
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Bemerkung: Die zu beweisende Aussage ist aquivalent zu Ig H,H, & Ug W ,W,. Deswegen ist es fir
die Losung der Aufgabe unerheblich, ob es lberhaupt Dreiecke gibt, bei denen die gegebenen
Punktetripel kollinear sind. Ein solcher Nachweis muss also nicht gefuihrt werden.

Von der Existenz solcher Dreiecke kann man sich durch folgende heuristische Uberlegung tiberzeu-
gen: Man beginnt mit einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC als Grenzfall eines spitzwinkligen
Dreiecks. In diesem Dreieck ist H,=H,=C. Da der Inkreismittelpunkt | im Innern des Dreiecks ABC
liegt, sind die Punkte I, A und B in der gleichen Halbebene bezlglich der (durch eine
Grenzwertbetrachtung bestimmten) Geraden (H,Hp). Nun "zieht" man die Ecke C entlang der Hohe h,
sodass sich die Entfernung von der Seite AB vergrof3ert. Dabei ndhern sich - und f beliebig nahe dem
Wert von 90°, entsprechend ndhern sich die Punkte H, und H, beliebig nahe den Ecken B bzw. A,
wahrend der Abstand des Punktes | von der Geraden (AB) wachst. Da die Verformung des Dreiecks
stetig erfolgt, ist irgendwann eine Lage von C erreicht, bei der Ce H H,.

Konstruktionen mit einem dynamischen Geometrieprogramm erwecken zunachst die Vermutung, dass
alle Dreiecke, bei denen die Kollinearitat der gegebenen Punktetripel gegeben ist, den gleichen Winkel
y= 44° besitzen. Dies trifft jedoch nicht zu:

Wir formen die notwendige und hinreichende Bedingung cos(y) = cos(c) + cos(f) unter Verwendung von
vy =180°—(e¢ +f) &quivalent um zu cos(e) + cos(f) + cos(a+f) = O *.

Fur o = 8 erhalten wir Gber 2cos(¢) + cos(2a) = 0 und 2cos(c)) + 2cos’(¢)) — 1 = 0 den Wert = 8 =
arccos(—%i@) = 68,529...°, also y = 42,941...°; fir den Grenzfall o = 90° erhalten wir cos(90°)+ cos(f3)
+ cos(90°+pB) = 0 oder cos(B) — sin(B) = 0, also B = 45° und damit y = 45°. Mit weiteren Uberlegungen

— z.B. der Herleitung der Formel tan(%):sin(y)i\/3—(cos(y)+1)2 — kann man zeigen, dass mit den

hier berechneten Werten schon eine untere und obere Schranke fir y gegeben ist, d.h. dass y €
[42,941...°;45°].
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