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Aufgabe 1: Es sei k eine positive ganze Zahl. Eine natirliche Zahl heil3e k-typisch, wenn jeder ihrer
Teiler bei Division durch k den Rest 1 lasst.

Man beweise:

a) Wenn die Anzahl der Teiler einer positiven ganzen Zahl n (einschlie8lich 1 und n) k-typisch ist,
dann ist n die k-te Potenz einer ganzen Zahl.

b) Die Umkehrung der Aussage a) ist falsch, wenn k grof3er als 2 ist.

Beweis zu a): Die betrachtete positive ganze Zahl n habe die Primfaktorzerlegung (im Weiteren mit
PFZ bezeichnet) n = H p? ; die Anzahl der Teiler von n sei mit d(n) bezeichnet.

Jeder Teiler von n lasst sich wegen der Eindeutigkeit der PFZ in genau einer Art als Teilprodukt dieser
PFZ darstellen, d.h. die Menge der Teiler von n besteht aus genau den Zahlen der Form t = H p mit

t € {0, 1, ..., a}. Mit einfacher Kombinatorik leitet man ab, dass d(n) = H(a,. +1) . Hieraus erkennt man
u.a. sofort, dass insbesondere jedes der (a+1) ein Teiler von d(n) ist.

Falls d(n) nun k-typisch ist, lasst jeder Teiler von d(n) bei Division durch k den Rest 1. Dies gilt insbe-
sondere fir jedes der (g+1), also lasst jedes der & den Rest 0; damit ist jedes der a ein
nicht—negatives Vielfaches von k. Es gibt also nicht-negative ganze Zahlen b;, sodass n = H p* =

[Ip* = (H p° )k. Also ist n die k-te Potenz der ganzen Zahl [ p" .

Beweis zu b): Zum Nachweis genigt es, zu jedem k > 2 eine Zahl n anzugeben, die k-te Potenz einer
ganzen Zahl ist und deren Anzahl von Teilern nicht k-typisch ist; d.h. mindestens einen Teiler besitzt,
der bei Division durch k einen Rest verschieden von 1 lasst.

Ein mogliches Beispiel ist die ganze Zahl n:= 52 = (5% Es ist dann n die k-te Potenz der Zahl
5&2: diese ist wegen k> 2 ganz. Da 5 eine Primzahl ist, ist 54«2 gie Primfaktorzerlegung von n, also
ist d(n) = k(k-2)+1 = K—2k+1 = (k-1)°. Damit hat d(n) den Teiler (k-1); dieser lasst bei Division durch k
den Rest k-1, dieser Rest ist wegen k>2 verschieden von 1.

Bemerkungen: In der PFZ von n = 1 haben alle a den Wert 0. Die Zahl n =1 ist also in der Argumentation zu
Teilaufgabe a) enthalten.

In der Argumentation zu b) kann die Zahl 5 durch jede andere Primzahl ersetzt werden.

Eine Zahl der Form n = pak kann dann als Gegenbeispiel fir den Beweis zu b) verwendet werden, wenn ak+1 fur
alle k> 2 einen Teiler hat, der bei Division durch k einen Rest verschieden von 1 lasst. Fir alle k> 2 ist k-1 ein
solcher Teiler. Da (ak+1):(k-1) = (ak-a+a+1):(k-1) = a+ (a+1):(k-1), ist fir die Existenz eines solchen Teilers
hinreichend, dass a die Bedingung a+1 = m(k-1) mit ganzzahligem merfillt, z.B. a € {(k-2), (2k-3), (3k-4), ... }.

Fur k = 2 ist die Umkehrung der Aussage a) richtig: Sei n die k-te Potenz einer ganzen Zahl, also eine Quadrat-

zahl. Dann ist \/ﬁ ganzzahlig und einziger Teiler von n, der identisch mit seinem Komplementarteiler ist. Also ist
d(n) ungerade und damit auch alle Teiler von d(n); diese lassen also bei Division durch k=2 den Rest 1.
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Aufgabe 2: Es sei k eine positive ganze Zahl. In einem Kreis mit Radius 1 seien endlich viele Sehnen
gezogen. Jeder Durchmesser habe mit hdchstens k dieser Sehnen gemeinsame Punkte.

Man beweise, dass die Summe der Langen aller dieser Sehnen kleiner als k- ist.

Vorbemerkung: Die Aussage bleibt gliltig, wenn man sich auf innere Punkte der Sehnen beschrankt.

Gemeinsame Bezeichnungen: Die Gesamtzahl der Sehnen sei mit n bezeichnet; die Sehnen selbst
in beliebiger Reihenfolge mit s;, s, ..., S, Winkel seien im Bogenmald angegeben. Da der Kreis den
Radius 1 hat, kann man den Mittelpunktswinkel und die Lange des zugehdrigen Bogens identifizieren.
Gelegentlich identifizieren wir auch die Bezeichnung eines Objektes wie Bogen, Strecken oder Winkel
mit deren Lange bzw. Weite.

1. Beweis: Wir zeichnen durch den Anfangs— und den Endpunkt jeder Sehne je einen Durchmesser;
de=d einen beliebigen davon bezeichnen wir mit d,, die
67

restlichen so mit dy, ds,... , dy,, dass d; bei einer Drehung
gegen den Uhrzeigersinn der Reihe nach dy, ... , db,
Uberstreicht. Den Winkel zwischen d, und d;,; bezeichnen
ds=d, | Wir mit @;. (Evtl. sind manche der d; identisch mit di.;, dann
R ist ¢ = 0. lLA. ist von den beiden Endpunkten eines
solchen Durchmessers nur einer auch Endpunkt einer
Sehne. Wie bei solchen Aufgaben Ublich, werde 2n+1 mit
1 identifiziert.)

Da d; nach einer Halbdrehung die Kreisflache vollstandig
Uberstrichen hat, hat er auch samtliche betrachteten
. Durchmesser d, (i = 2, 3, ...,2n) Uberstrichen. Da er nach
) der Halbdrehung zuséatzlich seine urspriinglichen Lage

— 2n

/ &=tz | einnimmt, ist do=m.

i=1

Die Paare von Durchmessern mit aufeinander folgenden Indices zerlegen den Kreis in Doppelsektoren
(d|dis1) (i=1, 2,..., 2n). Sehnen, die keine Durchmesser sind, werden durch diese Doppelsektoren in
Teilabschnitte zerlegt. Die Lange des durch den Sektor (d|di+1) auf der Sehne s, bestimmten Teilab-
schnitts sei mit t;,, bezeichnet; wenn dieser Sektor mit s, keine Punkte oder héchstens Randpunkte der

2n
Sehne gemeinsam hat, sei t,, = 0. Esist also s, = Ztim .
i=1

Wir werden die Lange der Sehne s, Gber den zugehérigen Mittelpunktswinkel abschéatzen, deswegen
setzen wir ojm = ¢, falls der Sektor (di|di+1) innere Punkte der Sehne enthélt, und ¢, =0, falls der
Sektor (di|di+1) keine oder nur Randpunkte der Sehne enthélt. Damit hat der zur Sehne s, gehdrende

2n
Mittelpunktswinkel die Weite Z‘Pim' Da jeder Bogen langer als die zugehdrige Sehne ist, gilt

i=1
2n 2n
Sm: Ztim < Z(pim (A)
i=1 i=1

Fur Sehnen s, die Durchmesser sind, gibt es diese Teilabschnitte in analoger Weise: Es gibt zwei
Teilabschnitte vom Kreisrand zum Mittelpunkt, deren Lange jeweils 1 ist (diese sind aber nicht so
einfach durch die Indices zu definieren wie oben) und i.A. mehrere Teilabschnitte der Lange 0 im
Mittelpunkt der Sehne, evtl. Teilabschnitte der Ldnge 0 am Rand der Sehne. Wir kdnnen also zwei
verschiedene Indices p und g wéhlen, so dass ty, = tqn = 1 und ti,, = O fir alle anderen Indices. Zur
Abschéatzung bei der Addition setzen wir wie oben ¢, = ¢; furallei =1, 2, ..., 2n (die Sehne s, hat im
betrachteten Fall mit jedem Durchmesser gemeinsame Punkte!); die Gleichung (A) gilt dann wegen

2n 2n
Sm= Z];tim =2<n =Z];(pim entsprechend.
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Nach Voraussetzung hat jeder Durchmesser (hier werden alle Durchmesser, nicht nur die d; betrach-
tet!) mit hdchstens k Sehnen gemeinsame Punkte. Da nach Konstruktion alle Durchmesser, die durch
das Innere eines Sektors gehen, mit den gleichen Sehnen gemeinsame Punkte haben, gibt es fir je-

des i hochstens k verschiedene Werte m € {1, 2, ..., n}, fur die @i, > 0; damit ist Z(pim < ko; furalle i.

m=1

Zusammen mit einer Umstellung der Summanden ergibt sich die verlangte Ungleichung

n n_ 2n n_ 2n 2n n 2n
ZS“ :Zztim < Zz(\oim :qu)im < ZK(pl = ch .
m=1 m=1i=1 m=1i=1 i=1 m=1 i=1

2. Beweis (eigentlich nur eine Umformulierung des 1. Beweises): Jede Sehne s bestimmt durch ihre
Endpunkte auf der Kreislinie zwei Bdgen, von denen einer nicht langer als der halbe Kreisumfang ist.
Wir spiegeln diesen Bogen (bzw. bei gleichlangen einen beliebigen der beiden) am Kreismittelpunkt
und nennen jeden dieser — Ubrigens bis auf evtl. Randpunkte disjunkten — Bégen Sehnenbogen zur
Sehne s. Offensichtlich hat ein Durchmesser genau dann mit einer Sehne einen Punkt gemeinsam,
wenn er mit den zugehorigen Sehnenbdgen gemeinsame Punkte hat.

Anstatt der Gesamtlange aller Sehnen betrachten wir die Gesamtlange aller Sehnenbégen; da jede
Sehne kurzer ist als jeder der beiden zugehdrigen Sehnenbdgen, genigt es zu zeigen, dass die
Gesamtlange aller Sehnenbdgen nicht groRer als 2k ist.

Zu jeder Sehne markieren wir alle Punkte auf den beiden zugehérigen Sehnenbégen mit einer Farbe,
wobei wir fir verschiedene Sehnen verschiedene Farben verwenden. Im Allgemeinen werden viele
Punkte mehrere Farbmarkierungen haben; es gibt aber keinen Punkt, der mehr als k Farbmar-
kierungen hat, weil andernfalls — im Widerspruch zur Voraussetzung — der Durchmesser durch einen
solchen Punkt mit mehr als k Sehnen gemeinsame Punkte hatte.

Da wir nur endlich viele Sehnen haben, unterteilen ihre Endpunkte die Kreislinie und damit auch jeden
Sehnenbogen in endlich viele Abschnitte, die ihrerseits im Innern keine Endpunkte von Sehnen
enthalten; diese Abschnitte nennen wir Elementarbdgen. Im Innern jedes Elementarbogens ist jeder
Punkt mit der gleichen Farbkombination markiert. Da sich die Elementarbégen nicht Uberlappen, ist
ihre Gesamtlange nicht langer als der Kreishogen, also nicht langer als 2.

Die Lange jedes Sehnenbogens kann als Summe der Langen seiner Elementarbégen ausgedriickt
werden. In der Summe der Langen aller Sehnenbégen taucht dann jeder Elementarbogen so oft auf,
wie die Anzahl der Farbmarkierungen der Punkte im Innern angibt, also hochstens k mal. Damit ist die
Gesamtlange aller Sehnenbégen nicht gro3er als k-2-x.

Variante (abstrakte Formulierung des 2. Beweises): Mit d, (0 < a < m) sei derjenige Durchmesser
bezeichnet, der mit einem beliebig ausgewdahlten Durchmesser den positiv orientierten Winkel o
einschlieRt. Ferner definieren wir f(o) als Funktion, die die Werte 1 bzw. 0 annimmt, je nachdem ob d,
mit der Sehne s gemeinsame Punkte hat oder nicht.

Da kein Durchmesser mit mehr als k Sehnen gemeinsame Punkte hat, ist Z f (@) <k f. alle a € [0,7].
i=1

Durch die Endpunkte jeder Sehne s sind auf dem Kreis zwei Bégen definiert, von denen wir den

kurzeren — bzw., falls 5 ein Durchmesser ist, einen beliebigen der beiden gleichlangen — mit b,

bezeichnen. Mit Hilfe der Funktionen f; kdnnen wir deren Lange ausdriicken durch b = j f (o)do .
0

Da jede Sehne kurzer ist als der zugehorige Bogen by ist, kénnen wir abschéatzen und erhalten wie
gewlnscht

n n

f(a)doa = f(o)da < jkda = kn.
=1 0

[y m—
[y m—

i=1 i
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Aufgabe 3: Gegeben seien zwei Kreise k; und ks, die sich in den beiden verschiedenen Punkten A und
B schneiden. Die Tangente an k, im Punkt A schneide k; auBer in A in einem Punkt C4; entsprechend
schneide die Tangente an k; im Punkt A den Kreis k; in einem weiteren Punkt C,. Die Gerade (C;C,)
schlie8lich schneide k; in einem von C; und B verschiedenen Punkt D.

Man beweise, dass die Gerade (BD) die Sehne AC, halbiert.

1. Beweis (Umfangswinkelsatz, vgl. Figur): Die Gerade (DB) schneidet den Kreis k, in einem Punkt,
den wir E nennen. Es ist dann

ZC,ED
= /C,EB (E liegt auf DB)
= /C,AB (Umfangswinkel Uber Sehne C,B)
= /Z/ADB (Sehn.(AB!)-Tang.(AC,))-Winkel an k;)
= /ADE (E liegt auf der Geraden (DB) );

damit ist C,E || AD.

Mit den gleichen Argumenten schlie3en wir:
/DEA = Z/BEA = ZBAC, = 180°-«C,DB = ZBDC,
= ZEDC,. Damit ist AE || DC,.

Also ist Viereck ADC,E ein Parallelogramm; bekanntlich halbieren sich in jedem Parallelogramm die
Diagonalen, insbesondere halbiert (DB) = (DE) die Strecke AC..

Diskussion der Lagebeziehungen: Falls E = B, d.h. DB Tangente an k,, so gilt die Argumentation
entsprechend, wobei die ersten beiden Gleichheitszeichen zusammengefasst und der
Sehnen-Tangenten—Satz als Begriindung genommen werden mussen. (Dieser Fall kommt allerdings
nie vor.)

Die Argumentation kann bei anderen als in der Skizze dargestellten Lagebeziehungen zwischen den
Punkten A, B, C;, C, und D Gbernommen werden, allerdings miissen dann manche Umfangswinkel
durch ihre Nebenwinkel ersetzt werden. Die Gesamtheit aller méglichen relativen Lagen bei festem AB
und festem k; erhalt man z.B. dadurch, dass man M, auf der Mittelsenkrechten von AB bewegt. Dabei
dreht sich die Tangente an k, um den Punkt A und nimmt — mit Ausnahme von (AB) — jede mdgliche
Lage ein; entsprechend nimmt C, jede mdgliche Lage auf k; mit Ausnahme des Punktes B ein. Damit
hat man folgende vier Lagen: Wenn C; in der gleichen Halbebene bez. AB wie M; liegt, dann kann D
auf einem der drei Bogen C;A (Fall 1), BC; (Fall 2) oder AB (Fall 3) liegen; gemeint ist jeweils
derjenige Bogen, der nicht den vierten Punkt enthélt. Wenn C; in derjenigen Halbebene bez. AB liegt,
die My nicht enthalt, dann liegt D immer auf dem Bogen BA (Fall 4). Der letzte Fall beinhaltet auch den
Fall, dass M; auf AB liegt.

Fall 1 Fall2
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Fall 3 Fall 4

2. Beweis: (ahnliche Dreiecke, Strahlensatz) Die Aufgabenstellung ist symmetrisch in k; und ky; d.h.
es kann auch behauptet werden, dass die Gerade durch B und den zweiten Schnittpunkt von C,C, mit
k, die Strecke AC; halbiert.

Wir bezeichnen den zweiten Schnittpunkt von C,C, mit
ko, mit D,, ferner benennen wir den Punkt D in D; um.
Schlielilich seien der Schnittpunkt von D;B mit AC, mit
M,, der Schnittpunkt von D,B mit AC; mit M; bezeich-
net.

Zunachst zeigen wir die Ahnlichkeit der Dreiecke
AD;D,B, AC,AB und AAC,B. Es ist namlich:

/D;D,B = ZC,AB (Innen- und AuRenwinkel an gegen-
Uberliegenden Ecken im Sehnenviereck ABD,C,) und
ZC,AB = Z/AC,B (Tangenten- bzw. Sehnenwinkel an
der Sehne AB im Kreis k;); analog ist (man vertausche
die Indices 1 und 2 und kehre den Drehsinn um)
/BD;D, = ZBAC; = ZBC,A; die Dreiecke stimmen also in zwei Winkeln tberein.

Nach dem bisher Gesagten ist insbesondere #D,BD; = ZABC, = ZC;BA. Nun ist aber auch Z/M;BM,
= /D,BD; (SCheltelWlnkel), damit gllt /CBA = Z/M;BM, = ZABC,; d.h. /CBM; + Z/M;BA = ZM;BA +
ZABM,. Hieraus folgt sofort ~C;BM; = ZABM,; Damit sind nicht nur die Dreiecke AC;BA und AABC,
ahnlich, sondern auch AC;BM; und AABM,; d.h. auch die aus den je vier Punkten bestehenden

Figuren C,BAM; und ABC,M, sind ahnlich. Damit erhalten wir die Verhéltnisgleichungen BM, : BM,
= CB:AB (und C,M, : C,A = AM, : AC, . (**).

Aus der Gleichung (*) folgt zusammen mit dem gleichen Winkel bei B, dass die Dreiecke AC;BA und
AM;BM; ebenfalls &hnlich sind; damit gilt BD, : BD, = BM, : BM, = BC, :BA = ﬁB_C2 Aus
dem ersten Gleichheitszeichen folgt mit Strahlensatz (Zentrum B), dass DD, || MoM;, also
C.C; || MaM;. Hieraus folgt mit dem Strahlensatz (Zentrum A)  AM, : AC, = AM, : AC, (***).

Schliefilich setzen wir (**) und (***) zusammen und erhalten C,M, : C,A = AM, : AC, ; also wie
gewinscht C,M, = AM, .
Die Argumentation kann wie im 1. Beweis bei anderen Lagebeziehungen zwischen den Punkten A, B,

Ci1, C, und D Ubernommen werden, allerdings missen dann manche Umfangswinkel durch ihre
Nebenwinkel, manche Summen durch Differenzen ersetzt werden.
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3. Beweis (Inversion am Kreis): Folgende Eigenschaften der Kreisspiegelung an einem Kreis um A mit
Radius r werden als bekannt vorausgesetzt:

(1) Das Bild eines Punktes Q ist derjenige Punkt Q' auf der Halbgeraden (AQ, fiir den AQ-AQ' = r°.
(2) Jede Gerade durch den Mittelpunkt A des Inversionskreises ist Fixgerade.

(3) Das Bild einer Geraden, die nicht durch A geht, ist ein Kreis, der A enthalt.

(4) Das Bild eines Kreises durch A ist eine Gerade.

Wir bezeichnen den Mittelpunkt der Strecke AC, mit Q
und invertieren die Gesamtfigur am Kreis um A mit

Radius AQ. Das Bild eines Objektes X bei dieser
Abbildung sei mit X' bezeichnet.

Die Kreise k; und k, werden nach (3) in Geraden durch
A Uberfiihrt. Die Tangenten an k; und k, im Punkt A
werden als Geraden durch A nach (2) in sich selbst
Uberfuhrt; da sie mit k; bzw. k, keine weiteren Schnitt-
punkte aulRer A besitzen, sind die Bilder der Kreise
parallel zur jeweiligen Tangenten. Da B und C, ver-
schiedene Punkte auf k; sind, ist also B'C,' || AC;' und
analog B'C,' || AC,"; damit ist das Viereck AC,'B'C,'
ein Parallelogramm. Da Dek;, ist D'e(ky)' = (C:'B").
Schlielich ist AC, =2 AQ ; nach (1) wird also C; in
denjenigen Punkt auf AC, Uberfuhrt, der zwischen A und C, liegt und der AQ halbiert.

Ware A e (C,C,), so ware (C,C,) entweder Tangente an k; oder k,, also A=C; oder A=C, im Wider-
spruch zur Aufgabenstellung. Da zusatzlich De(C;C,), ist das Bild der Geraden (C;C,) nach (3) ein
Kreis, der die Punkte A, C;', C,' und D' enthélt; in diesem Kreis sind AC,' und C,'D' parallele Sehnen;
ihre Mittelsenkrechten also identisch. Die Spiegelung an dieser Mittelsenkrechten bildet also C;' auf D'
und A auf C,' ab.

Nun verknupfen wir diese Spiegelung mit der Spiege-
lung an der Mittelsenkrechten der Strecke D'B'. Da C;',
D' und B' alle auf der Geraden (k,)' liegen, sind die
beiden Mittelsenkrechten parallel, die Verknipfung ist

also eine Parallelverschiebung um den Vektor C,'B'.

Da zusatzlich AC,'B'C,' ein Parallelogramm, also
C,B' = AC,' ist, bildet diese Verkniipfung auch A auf

C,' ab. Da aber bereits die Spiegelung an der
Mittelsenkrechten der Strecke C;'D' den Punkt A auf
C,' Uberfuhrt, fuhrt die Spiegelung an der anderen
Mittelsenkrechten C,' in sich selbst Gber, d.h. diese
Mittelsenkrechte geht durch C,. Weil AC, =1 AQ

und AC, ||D'B, folgt hieraus, dass die
Mittelsenkrechte von AQ mit der Mittelsenkrechten von D'B' zusammenfallt.

Hieraus kdnnen wir wiederum schlieRen, dass es einen Kreis gibt, der auer den Punkten A, D' und B’
auch den Punkt Q enthalt. Das Urbild dieses Kreises — das ist die Gerade (DB) — enthalt also auch das
Urbild des Punktes Q; dies ist — da Q auf dem Inversionskreis liegt — der Punkt Q selbst.

Bemerkung: Dieser Beweis kommt ohne eine Betrachtung von Lagebeziehungen aus.
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Aufgabe 4: Man beweise, dass es unendlich viele Paare (x,y) verschiedener positiver rationaler Zahlen

gibt, fir die sowohl {/x* +y® als auch +/x*+y* rational ist.

Gemeinsame Vorbemerkung: Ein Paar (x,y), das die geforderten Bedingungen der Aufgabe erfiillt,
nennen wir zulassig. Ein Paar (u,v) und einen Punkt (ulv) im Achsenkreuz nennen wir rational, wenn
beide Elemente bzw. beide Koordinaten rational sind.

1. Beweis (explizite Angabe einer Folge, nach Teilnehmer Daniel Gutekunst): Wir definieren die
beiden Folgen (x,) und (y,) tber

X = 2°n"@%n"*-1) und vy, = 2°n*x, mit n=1,2,3, ...

Dann sind die x, und vy, fir alle n offensichtlich verschieden, rational (sogar ganzzahlig!) und positiv.
AuRerdem sind beide Folgen offensichtlich streng monoton steigend; damit erhdlt man
(X Yn) # XmYm) < m=n; d.h. die unendlich vielen Paare (x,,Y,) sind alle verschieden.

Schlieflich sind

XY = X+ (220 %)Y = xS+ (2%n° 200t (2500 - 1))
- an.(1+218.n20_210.n10) - an.(29.n10 _1)2 und
XY = X+ (200 ) = X (% + 2%

- an'(24'n4 (28.n10 _ 1) + 24.n4) - XnZ.(ZlZ.nl4) - an'(26'n7)2

beides Quadrate von Zahlen, die fir ganzes x, und ganzes n offensichtlich rational (sogar ganzzahlig!)
sind. Damit sind die Quadratwurzeln der betrachteten Ausdriicke ebenfalls rational; also sind alle
Paare (X,Y,) zulassig.

Variante: Die Folgen x, = 4(n+ n‘4) und vy, = 4(n4+ n‘l) = n®x, filhren fir alle n = 2, 3,
4, ... ebenfalls zu unendlich vielen verschiedenen zulassigen Paaren (X,,Yy)-

2. Beweis: Wir weisen die Existenz unendlich vieler zulassiger Paare (x,y) mit x<y nach. Zu jedem
Paar (x,y) verschiedener positiver rationaler Zahlen gibt es dann genau ein rationales k> 1 mit y = kx;
umgekehrt fihrt auch jedes Paar positiver rationaler Zahlen (x,k) mit k> 1 tber y := kx zu einem Paar
verschiedener positiver rationaler Zahlen (x,y) mity > x.

Esistdann X +y’ = ¥+ = X1 +KX) = (xu)® und X2 +y* = X +IE¢ = X (x+K) = (xv)* mit
geeigneten positiven reellen Zahlen u und v; dabei ist 1+kKx = u* (A) und x+K =V (B).

Offensichtlich sind bei vorgegebenem k und x die Zahlen u und v beide eindeutig bestimmt; ferner sind
u und v genau dann rational, wenn das Paar (x,y) zulassig ist.

Fur (u,v) ergibt sich aus (A) und (B) nach Multiplikation von (B) mit K # 0 und Subtraktion die notwen-
u’ -1

k3

dige Bedingung 1 + k®x — K’ - K = u* — K’V oder aquivalent V? = + k> (CY.

Umgekehrt fihrt — bei fest gewahltem k> 1 — jede rationale Lésung (u,v) der Gleichung (C,) mit v >k
tiber die Definition x := V* — K’ zu einer Ldsung x sowohl von (B) als auch von (A): Die Definition von x
ist aquivalent zur Gleichung (B) und Einsetzen von x in (A) ergibt die zu (Cy) aquivalente Gleichung
1+ - K¥) = u’. Ferner fihren — bei fest gewahltem k>1 — verschiedene v-Werte zu
verschiedenen x-Werten und damit zu verschiedenen Paaren (x,y). Es genigt also, fir mindestens ein
k > 1 unendlich viele rationale Lésungen (u,v) mit v > k fiir die Gleichung (Cy) nachzuweisen. Dies kann
auf verschiedene Arten geschehen:

Variante 1: Wir fihren den Nachweis fir k=2. Hierzu formen wir (Cy) &aquivalent um zu
wW- kV=1-K ,also zu u’-8/ = -31 (C,). Diese Gleichung hat die Form einer allgemeinen
Pell'schen Gleichung, sodass wir das allgemeine L&ésungsverfahren und den Beweis flr dessen
Richtigkeit hier mit speziellen Werten Gibernehmen kénnen.
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Die Paare (unv,) (n=1, 2,3, ...) seien rekursiv definiert durch uy =1, vy=2 und Uy = 3u,+8v,,
Vne1 = Upt3v, fir n> 1. Mit vollstdndiger Induktion ist schnell gezeigt, dass alle so bestimmten (u;,v;)
Lésungen von (C,) sind:

Wegen 12-8.2% = —31ist (up,Vo) = (1,2) eine Lésung von (C,); und wenn (unV,) eine Losung
von (C,) ist, d.h. wenn (u,” — 8vyY) = —31 gilt, dann ist

-31 (-31)-1 = (u - 8vy)(3°-8) = 3%u, — 8uy — 83%v, + 88V’

32u, + 8%v7 — 8-(un2 +3%y,? ) = 3%u,2 +2:3-8:UV, + 8%V, — 8-(un2 +2.3:uv, + 35,7 )
(3un + 8v, )2 = 8:(Uy + 3y )2 = un+12 - 8Vn+12 ,

also auch (Un1,Vie1) €ine LOsung von (Cy).

Aus der Rekursionsformel ist sofort einsichtig, dass die Folgen der u; und der v; streng monoton
steigend sind; wegen v; =7 > 2 =k st fir n> 1 damit auch die Bedingung v, > k erfillt; da up und v
beide rational sind und die Rekursion linear mit rationalen Koeffizienten ist, erhalten wir also unendlich
viele verschiedene rationale Losungen (u,v) mit v > k.

Bemerkung: Dieser Lésungsansatz liefert sogar unendlich viele verschiedene ganzzahlige Lésungen.

Quelle: z.B. http://www.mathworld.wolfram.com/PellEquation.html oder andere Seiten, die man im
Internet (Suchbegriff "Pell Equation™) findet. Dort lautet der hier verwendete Satz:

HS: Ist (u,v) eine ganzzahlige L6sung von wW-DV=E (mit D, E€ Z) und (r,s) eine ganzzahlige
Losung der "Einheitsgleichung” u? — DV? = 1, so ist auch ((ur + Dvs),(us + vr)) eine ganzzahlige Lésung
von W -DV=E .

Bemerkungen: Wegen x = v — 4 und Vi = 2% (i = 1) sind auch die aus den (u;,v;) resultierenden zulassigen
Paare (x;,y;) ganzzahlig. Man erhalt (45, 90), (1596, 3192), (54285, 108570), (1844160, 3688320), ... .

Verwendet man zusétzlich die aus der Definition folgenden Identitaten x, = vi? — 4 = (u,>~1)/8, also u,? = 8x,+1
und vn2 = X+ 4,S0ist X1 = vn+12 -4 = (un+3vn)2 -4 = un2 + 6UV, + 9vn2 -4

= 8+l + 6,/(8x, +1)(X, +4) +9(x+4) —4 = 17X, +6/(8x +1)(x, +4) +33.

Damit kann eine Rekursionsformel fiir ganzzahlige zulédssige Paare (X,y) direkt angegeben werden:

Variante 2 (ohne direkten Beweis): Die rekursiv definierte Folge
X0=0, X1 = 17% +6.(8x +1)(x, +4) +33 und y;=2x flirn>1,

ergibt fur alle n=1, 2, ... zulassige Paare (X,,Y)-

u®-1
k3

Variante 3 (reiner Existenznachweis): Durch die Gleichung (C,) ist die Relation {(u]v) | V* = +k?}
mit dem Graphen G, gegeben; jede Ldsung (u,v) von Cy entspricht dann einem Punkt (ulv) auf Gy; es

geniigt also, unendlich viele rationale Punkte (u[v) mit v > k auf G, nachzuweisen.

Mit Schulmitteln kénnen wir aus der Gleichung (C,) ablesen: Gy ist eine in Richtung v—Achse gedffnete

Hyperbel mit den Scheiteln (0|+ kz—k—13) (die Wurzel ist wegen k> 1 stets definiert!) und den

Asymptoten v =+ k3?u; ferner enthélt Gy die Punkte (+1]+k)undderim 1. Quadranten liegende Ast

ist tiberall links gekrimmt mit einer Steigung, die stets kleiner als K3?ist.

Nun betrachten wir alle Geraden durch (1]-k) mit rationaler Steigung m > k32, also alle Geraden, die

steiler als die Asymptote im 1. Quadranten sind. Aus den Eigenschaften von Gy ist sofort erkennbar,
dass jede dieser Geraden den Graphen G, im 1. Quadranten in einem Punkt (ulv) mit u>1 und v>k
schneidet, und zwar fiir verschiedene m in verschiedenen Punkten. (Diese Aussage gilt Ubrigens fir
alle k> 1)
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Der u-Wert dieser Schnittpunkte berechnet sich —

V= (1)) + K | abhangig von m - aus der Gleichung
e a 2 —

[ (-k+m(u-12)* = u—31+k2. Wenn (k,m) rational

[* ist, ist dies eine quadratische Gleichung fur u mit

[ L rationalen Koeffizienten, deren eine Lésung u=1,

=77 also rational ist. Bekanntlich ist die zweite Losung

y u | dann ebenfalls rational; da ferner die
a7 1 7 = = = uw = = Geradengleichung rationale Koeffizienten hat, ist
| dann auch der v—Wert des Schnittpunktes rational.

iy

(311K Damit haben wir sogar fiir jedes beliebige rationale
5-4 k> 1 unendlich viele rationale Punkte (u|v) auf dem
Graphen Gy mit u > 1 nachgewiesen.

L, -
v=K¥y |

Bemerkungen: Fir jedes k >1 und jedes m>k>? lassen sich die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden
mit Gy konkret berechnen und hieraus ein zulassiges Paar [xy] = [x(km),y(km)] bestimmen. Die hier
entstehende Formel fir x(k,m) wird im 3. Beweis verwendet.

Umgekehrt gibt es zu jedem zuldssigen Paar (xy) ein entsprechendes Paar (k,m). Berechnet man also fur alle
rationalen k> 1 und alle rationalen Steigungen m>k 32 jeweils die Koordinaten der zweiten Schnittpunkte, so
erhalt man die Gesamtmenge aller zulassigen Paare (x,y) mit x<y.

Da die Aufgabenstellung symmetrisch in x und y ist, fihrt ein Vertauschen von x und y zur Gesamtmenge aller
zulassigen Paare (x,y) ohne jede weitere Einschrankung.

Anstatt des Punkte (1|-K) hatten wir auch den Punkt (1|k) oder jeden anderen rationalen Punkt als gemeinsamen

Punkt der Geradenschar wahlen kénnen. Der Grund fur die Wahl des Punktes (1|-k) war, dass dann der

Parameter maus einem Intervall gewahlt werden kann, das nur einseitig beschrankt ist.

4m(k + m)(k*m+1)
(k®m? —1)°

(k,m) mitk>1 und m> k™ zu einem zulassigen Paar (xy): Es ist ndmlich mit (k,m) offensichtlich auch

(xy) rational; mit k>1> 0 und m> k3?2 > 0 ist der Nenner verschieden von Null und es sind auch x > 0
und y > 0; ferner ist wegen k > 1 auch x = y. Schlielich bestéatigt Nachrechnen, dass sowohl

CrIEd = XL+ = ( Am(k + my(k*m-+1) T(1+W am(k + m)(k*m+1) j
(P —1)2 (K7 —1)?

42 (k+m)? (k'm+2)% (K =12 + k* 4m(k + m)(k*m-+ 1))
(k°m? —1)°
42 (k+m)° (K*m+1)% (k°m?* — 2k®n7 + 1+ 4k°n? + 4k “m+ 4k + 4k°n7 )
(K¢ —1)°
427 (k+m)? (k*m+12)* 2k m+ k*n? +1)°

= als auch
(Kt —1)° !

3. Beweis: Die Definition x := x(k,m) = und y := kx fuhrt fir jedes rationale Paar

3/2

X +y°

><b.)

+
<o

I

4 2 4
x2(x . k2) _ Am(k + m)(k"m+1) Am(k + m)(k"m+1) K2
(K3m? —1)? (K3m? —1)?
42 (k+m)? (k*m+1)% (4m(k + m)(k*m+12) + k* (k*m’ —1)° )
(K3m? —1)°
427 (k+m)° (k*m+1)* (4k°n? + 4km+ 4k*m® + 4n? + K°m" - 2k°n? + k* )
(Knm? —1)°
427 (k+m)? (k*m+2)* (K*m? + k+2m)?
(k3m2 _1)6

das Produkt von Quadraten von Zahlen ist, die fir rationales k und m ebenfalls rational sind. Damit sind
jeweils die Quadratwurzeln der betrachteten Ausdriicke auch rational; jedes Paar (x,y,) ist also
zulassig.

10
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Als Letztes zeigen wir noch, dass die Definition zu unendlich vielen verschiedenen Paaren (x,,y,) fuhrt:
Hierzu setzen wir z.B. k=m = 2, 3, 4, ...; dann ist stets m> k™ und die Definition von x vereinfacht

8k*(k® +1)
(k°* -1
kommt k in héherer Potenz vor als im Zahler!), fir gentigend grofR3e k also streng monoton fallend.

sich zu x=x(k) = ; dies ist eine Folge von positiven Zahlen mit Grenzwert O (im Nenner

Bemerkungen: Die Motivation fur diese Formeln ergeben sich aus den Argumenten in der Variante 3 des 2.
Beweises. Gleichzeitig wird klar, dass die Gesamtheit aller mdglichen Werte (km) zur Gesamtheit aller
zulassigen Paare (x,y) mit x<y fuhrt.

Varianten des ersten Beweises kdnnen durch eine geschickte Definition einer Folge aus Werten von (k,m)
hergeleitet werden: Die Wahl der (k,m) ist dann Grundlage fur eine Definition einer Folge von Werten (x,y), deren
Zulassigkeit durch einfache Rechnung gezeigt werden kann. So kann man wie oben m = k setzen, oder z.B. auch

4K + ) (K +1)
K2(k —1)?

m=k', was zu x=x(K) = .y = kx fiihrt.
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