Fon: 0228 - 9 59 15-20 ¢ Fax: 0228 - 9 59 15-29
e-mail: info@bundeswettbewerb-mathematik.de
www.bundeswettbewerb-mathematik.de

Bundeswettbewerb Mathematik
Wissenschaftszentrum ¢ Postfach 20 14 48 « 53144 Bonn

Korrekturkommission ¢ Karl Fegert

Aufgaben und Losungen

1. Runde 2006

Uber Kommentare und Ergdnzungen zu diesen Lésungsbeispielen freuen wir uns!

Anschrift oder Email-Adresse s.o.

Stand: Mai 2006



BWM 2006 | Losungsbeispiele HO
A

Aufgabe 1: Man finde zwei aufeinander folgende positive ganze Zahlen, deren Quersummen beide
durch 2006 teilbar sind.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

1. Lésung (einfache Angabe solcher Zahlen mit Verifikation): Die Zahlen

ng = 111..1199..99 und deren Nachfolger
2005 223
Einsen Neunen
n, := 111..1200...00
—_—— —
2004 223
Einsen Nullen

erfiillen die Bedingungen der Aufgabe:
. Offensichtlichistn; + 1 = n,.

. Die Quersumme von ny ist 20050 + 2239 = 2005 + 2007 = 2[2006; diese Zahl ist offen-
sichtlich durch 2006 teilbar.

. Die Quersumme von n, ist 200401 + 2 = 2006; diese Zahl ist offensichtlich durch 2006
teilbar.

2. L6sung (Konstruktion eines solchen Zahlenpaares): Fur ganzzahlige n sei mit Q(n) die
Quersumme von n bezeichnet, d.h. die Summe der Ziffern in der Dezimaldarstellung von n. Mit k(n) sei
die Position der ersten von 9 verschiedenen Ziffer von rechts in der Dezimaldarstellung von n
bezeichnet (dies kdnnte auch eine fihrende 0 sein; z.B. ist k(79299) = 3, k(999) =4 und k(1234) = 1).

Erh6éht man nun eine Zahl um 1, so fallen in ihrer Quersumme die Neunen am Ende der Zahl weg und
die erste von 9 verschiedene Ziffer von rechts erhéht sich um 1, es ist also

Q(n+1) = Q(n) —(k(n)-1)B+1. ()
Fur die beiden gesuchten Zahlen N und N+1 suchen wir nun notwendige Bedingungen:

Aus 2006|Q(N) und 2006|Q(N+1) folgt bekanntlich 2006|(Q(N) — Q(N+1)) , also 2006|((k(N) - 1)@ -1).
Da der Ausdruck (k(N) — 1)@ -1 den Wert Null nicht annehmen kann, ist (k(N) - 1)@ -1 > 2006, also
k(N) -1 >223. Damit hat die Zahl N mindestens 223 Neunen am Ende; ihr Nachfolger N+1
mindestens 223 Nullen.

Aus Q(N+1) > 1 und 2006|Q(N+1) folgt Q(N+1) = 2006. Da 2006 = 22209 + 8, ist die kleinste Zahl mit
Quersumme 2006 und 223 Nullen am Ende die Zahl 899...999 00...00 .

222 223
Neunen Nullen
Diese Zahl fiihrt namlich bereits zu einer Losung:
N = 899...99 8 99...99 hat die Quersumme
221 223
Neunen Neunen

28 + (221+223)0@ = 4012 = 22006; und
N+1 = 899..999 00...00 hat die Quersumme 8 + 2229 = 2006;
—— ) —0——

222 223
Neunen Nullen

beide Quersummen sind offensichtlich durch 2006 teilbar.

Variante: Da sich die Quersummen von aufeinander folgenden Zahlen nur dann nicht um genau 1
unterscheiden, wenn die kleinere der beiden Zahlen (wir bezeichnen sie mit N) mindestens eine Ziffer
9 am Ende hat, muss die gréRere Zahl (also N + 1) mindestens eine Endziffer 0 haben.
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Wir betrachten also Zahlen N + 1, die mindestens eine Null am Ende haben und deren Quersumme
durch 2006 teilbar ist. Offensichtlich erflllt jede Zahl der Form 111..11100..00 (k> 0) diese
—_— ) ———

2006 k
Einsen Nullen

Bedingung.
Die Zahl N ist dann von der Form 111...110 99...99 . Die Quersumme von N ist dann 2005 + k9;

2005 k
Einsen Neunen

diese Zahl soll laut Aufgabenstellung durch 2006 teilbar sein. Das ist dann der Fall, wenn es ein Paar
(t| K) ganzer positiver Zahlen gibt, fir das t 2006 — k@ = 2005 oder aquivalent t 2006 — 2005 = k9
gilt. Da bei Division durch 9 die Zahl 2005 den Rest 7 lasst, muss auch t 2006 diesen Rest lassen, mit
einfachem Probieren erhédlt man z.B. t=2, k=223.

Bemerkungen: Wesentliche Voraussetzung fir die Existenz einer Losung ist die Tatsache, dass
ggT(2006,9) = 1.

Die Aufgabenstellung bezieht sich auf die Darstellung der Zahlen im Zehnersystem. Eine
Verallgemeinerung auf andere Stellenwertsystem mit Grundzahl p ist moglich. Es gibt nur eine
Losung, wenn ggT(2006, p—1) = 1.
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Aufgabe 2: Man beweise, dass es keine ganzen Zahlen x und y gibt, fur die die Gleichung

X +y? = 40Cy + xy + 1) gilt.

1. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gabe ganze Zahlen x und vy, die die Gleichung
erfullen. Insbesondere ist dann auch xy eine ganze Zahl. Wir formen die gegebene Gleichung &qui-

valent um:
X +y? = 4y +xy/+1) | +3(¢y+xy)
- X+ 3y + 3 +y = Ty +xy) +4
- (x+y)°® = Tyx+y)+4 | = 7xy(x +y)
- x+y) Ox+y)’-7xy] =4

Da x und y ganze Zahlen sind, sind auch die beiden Faktoren auf der linken Seite ganze Zahlen und
somit ganzzahlige Teiler der Zahl 4. Insbesondere istalso (x+y) 0T, = {-1,1, -2, 2, -4, 4}.

Nun setzen wir diese 6 moglichen Werte in die Gleichung ein und erhalten

fur(x+y) = £1: 2101°-7xy] =4 = 370 = F1+4 = xy = 1174',
U 2 4312
fur(x+y) = £2: £2[02°-7xy] = 4 = xy = =
flr (X+y) = + 4 i4|:[42—7xy] =4 = Xy = 16711,

in jedem Fall einen Widerspruch zur Ganzzahligkeit von xy.

Variante: Die gegebene Gleichung ist &quivalent zu

Xry =AY+ 1)
- X+ - xy+y) = dxy(x+y)+4
- X+ Y =Bxy+y’) =4

Da x und y ganze Zahlen sind, sind auch die beiden Faktoren auf der linken Seite ganze Zahlen; da
rechts die Zahl 4 steht, sind nur folgende Falle mdglich:

(x+y) = #1 und (¢ -5xy+y’) = +4 (Fall 1)
oder (x+y) = +2 und (¢ -5xy+y) = +2 (Fall 2)
oder (x+y) = #4 und (¢ -5xy+y’) = +1. (Fall 3)
Im Fall 1 folgern wir aus der ersten Gleichung x = -y+ 1, setzen dies in die zweite Gleichung ein
und erhalten die quadratische Gleichung (-y il)z -5(-y£l)y +y2 = *4 oder quivalent
7V F7y+1 34 = 0. (1%).

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung hat den Wert 72+ 473 = 133 bzw. 7° - 415
= -91, also in beiden Vorzeichenféallen keine Quadratzahl. Eine Lésung y von (1*) kann also nicht
ganzzahlig sein im Widerspruch zur Annahme.

Im Fall 2 fihrt x = -y+2 zur Gleichung (-y+2)°-5(-y+2)y+y" = #2 bzw. aquivalent zu
7y 14y + (4 T 2) = 0 mit der Diskriminante 14° - 4712 = 140 bzw. 14°-4® =28 im Fall 3
fuhrt x = —-y+4 zur Gleichung (-y+4)*-5(-y+4)y+y = +1 bzw. 7y* $28y+ (16 ¥ 1) = 0 mit
der Diskriminante 28° - 47015 = 364 bzw. 28° - 4[7(17 = 308. In jedem Fall ist die Diskriminante
ganzzahlig, aber keine Quadratzahl, also ist die Wurzel daraus irrational; dies steht im Widerspruch
zur Ganzzahligkeit von y.
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2. Beweis (Betrachtung mod 7, eigtl. eine Variante des 1. Beweises): Wir nehmen an, es gabe ganzen
Zahlen x und vy, die die Gleichung erfiillen, und formen die gegebene Gleichung aquivalent um:

Xy = 40y +xy+ 1) | +30Cy + %)
= Xy Y = Ty ) +4
- (x+y)® = Txy(x+y) + 4.
Also ist (x+Y)® = 4 mod 7. Die Zahl (x+Y) gehort einer der Restklassen 0, +1, +2, +3 mod 7 an.
Keine dieser Restklassen erflllt aber diese Bedingung: Es st 0° = 0mod 7,

(+1)® = (#2)° = +1 mod 7 und (+3)® = F 1 mod 7. Damit haben wir den gewiinschten Widerspruch
erhalten.

3. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gabe ganze Zahlen x und y, die die Gleichung
X2 + y3 = 4(x2y + xy2 + 1) erflllen.

Zunachst stellen wir fest, dass die rechte Seite ganzzahliges Vielfaches von 4 ist, damit ist xC +y*
gerade. Hieraus folgt, dass x und y entweder beide gerade oder beide ungerade sind; ihr
arithmetisches Mittel m:= % ist damit ganzzahlig. Ubrigens ist m # 0, sonst ware x = -y und die
Gleichung aquivalent zu 0 = 4.

Zu einer Losung (xy) gibt es also ganze Zahlen m und h, fir die x = m+h und x = m-h. Dies
setzen wir ein und erhalten

X+y = Aty +x/+ 1)
- (m+h®+m-h? = 4m+h?Om-h)+4m-h?Om+h)’+4
- 2m* + 6mh?> = 8m’ -8mh’ + 4
- 14mh®> = 6m’+4
o M = 3+ 2 (esistjamz01).
m

Die linke Seite ist fUr jede ganzzahlige Losung (x,y) ganzzahlig und ein Vielfaches von 7. Die rechte
Seite ist das aber nie: sie ist nur fir mO {1, -1, 2, -2} ganzzahlig, sie nimmt dabei einen Wert aus
{13, 11, 5, 1} an; keiner dieser Werte ist Vielfaches von 7. Damit ist der Widerspruch hergeleitet.
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Aufgabe 3: Fir die Seitenlangen a, b und c eines Dreiecks gelte die Beziehung a® + b® > 5¢*

Man beweise, dass dann c die Lénge der kiirzesten Seite ist.

Vorbemerkung: Die Variablen a, b und c stehen fur Langen von Strecken. Gelegentlich werden wir
aber auch die Strecken selbst mit den Buchstaben a, b und ¢ bezeichnen.

1. Beweis: Da a, b und c die Langen der Seiten eines Dreiecks sind, gilt die Dreiecksungleichung,
also insbesondere b+c > a Hieraus folgt durch Quadrieren beider (positiven!) Seiten
b>+ 2bc+ c® > a’. Addition von b? auf beiden Seiten ergibt dann zusammen mit der Voraussetzung
2b®+2bc+c? > a®+b” > 5¢°; hieraus folgt sofort b”*+bc-2c¢® > 0 oder (b-c){b+2c) > 0.
Links steht also ein positives Produkt, dessen zweiter Faktor stets positiv ist, also muss auch der erste
Faktor positiv sein. Hieraus folgt sofort b > c.

Analog (man vertausche im Beweis die Variablen a und b) ergibt sich a > c.

2. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, dass c nicht die L&dnge der kirzesten Seite wére,
also dass 0.B.d.A. b < c (falls a < ¢ vertausche man im folgenden Beweis die Bezeichnungen a und b).
Dann ware nach Dreiecksungleichung a < b+c < 2c, also & + b? < 4¢® + ¢ = 5¢ im Widerspruch
zur Voraussetzung. Ebenso fihrt man c¢>a zum Widerspruch.

Variante: Wir nehmen an, dass c nicht die Lange der kirzesten Seite wére, sondern 0.B.d.A. a (falls
dies b wére, vertausche man im folgenden Beweis die Bezeichnungen a und b). Es genigt zu zeigen,
dass die Annahmen a<b<c und a<c<b beide zum Widerspruch fiihren.

Die Annahme a<b<c fihrt nach Quadrieren — alle beteiligten Variablen sind positiv belegt -
zu a’<b’<c®. Aus dem rechten Teil dieser Ungleichung folgt nach Addition von & die
Ungleichung b>+a’ < ¢+a’ und hieraus mit der Voraussetzung 5¢2 < ¢?+a® oder
aquivalent 4c? < a% also 2c< a; insbesondere ist dann c<a im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Die Annahme a<c<b filhrt nach Quadrieren zu a”<b’ < ¢ ; hieraus folgt nach Addition von
b? die Ungleichung a+b* < ¢ +b®, also 5¢% < ¢ +b?, hieraus 4c® < b? und schlieRlich
2c < b. Zusammen mit a < c¢ erhdlt man Uber a+c<2c<b einen Widerspruch zur
Dreiecksungleichung.

3. Beweis (mit cos—-Satz): Die Aufgabenstellung ist symmetrisch beziiglich a und b, also kénnen wir
0.B.d.A annehmen, dass a<b. Es genigt dann zu zeigen, dass die Falle a<b<c und as<c<b
beide zu einem Widerspruch fuhren.

Aus der Voraussetzung a’ +b® > 5¢? folgt durch einfaches Umformen zusammen mit dem Cosinus-

2
Satz a’+b’-4c®> ¢® = a*+ b’ - 2abcos()), also 4c¢” < 2abcos()) oder cos()) > %

2 2
Die Annahme a<b<c fiuhrt wegen cos()) > % > % = 2 sofort zum Widerspruch zu
c

cos()) < 1furalle Winkel .

. - 2¢? 2¢2 _ 2c .
Die Annahme a<c<b fuhrt tber 1 = cos()) > Py > % - b zur Ungleichung 2c<b.
c

Diese fuhrt zusammen mit a<c<b zur Ungleichung a+c < 2c < b und damit ebenfalls zu
einem Widerspruch, hier zur Dreiecksungleichung.
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4. Beweis (mit einem Satz fir Parallelogramme): Wir betrachten ein Dreieck AABC mit den Ublichen
Bezeichnungen; die Lange der von A ausgehenden Seitenhalbierenden bezeichnen wir mit s,
Schliel3lich ergéanzen wir das Dreieck ABC durch einen Punkt D zum Parallelogramm ABDC; dessen
Seiten haben dann die Langen c bzw. b, die Diagonalen die Langen 2s, bzw. a.

b c Nach Diagonalensatz im Parallelogramm gilt
(2s)° + & = 2b% + 2¢% Addition von (b®-5¢”) auf beiden
Seiten fihrt zu (2sy)° + a> + b* = 5¢° = 3b° - 3¢’

Gilt nun die Voraussetzung, also a + b? - 5¢® > 0, so folgt
0 < (2s)° < 3(b* - 3c® und hieraus sofort b > c.

Analog zeigt man a > c.

5. Beweis (mit Hilfe der Beschreibung der Punktmenge {C | AC’ +BC_ >5AB"}:

Hilfssatz (kann als Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras oder Anwendung des
Parallelogramm-Satzes angesehen werden):

In einem Dreieck AABC sei M der Mittelpunkt der Seite AB. Dann liegt C genau dann auf dem Kreis
um M mit Radius k¢, wenn a° +b* = (2k* + %)CZ; zusatzlich liegt C auBerhalb bzw. innerhalb, wenn

das "=" Zeichen durch ein ">" bzw. ein "<" ersetzt wird.

(Far k= % erhalt man in Verbindung mit dem Satz von Thales so den Satz des Pythagoras; fur k = g

erhalten wir a® + b? = 5¢%. Man kann die Aussage auch als eine Umformulierung des Parallelogramm-
Satzes deuten.)

Beweis: Die Lange der Hohe von C sei mit h bezeichnet, der
FuRpunkt mit D, schlie3lich sei d die Lange der Strecke AM.
Anwendung des Satzes von Pythagoras in den
rechtwinkligen Dreiecken ACDB, ACDA sowie des
Hobhensatzes im rechtwinkligen Dreieck mit Hohe h Giber dem
Durchmesser des Kreises um M ergibt:

2 2
a?—(d +Ej = bz—(d —Ej ,
2 2

(ke-d) ke +d).

h2

h2

Wir multiplizieren beide Seiten der letzten Gleichung mit 2
und setzen dann die beiden ersten ein und erhalten so

2 2 2
2(k*c? -d?) = 2n° = az—(d +§j + bz—[d —gj = a’+b* -2d? —%;

2

Addition von 2d® + C? auf beiden Seiten ergibt sofort die Behauptung  (2k* + %)c2 = a’+ b’

Wenn C innerhalb des Kreises um M liegt, ist h* < (kc-d){fkc+d) und das "<"-Zeichen bleibt bei

der Umformung erhalten; wenn C auflerhalb des Kreises liegt, gilt Entsprechendes mit dem
">"-Zeichen.

Es liegt also C nicht auf der abgeschlossenen Kreisscheibe des Kreises um M mit Radius 1,5c.
Andererseits sind die Kreisscheiben der Kreise um A und B mit Radius ¢ Teilmengen dieser Kreise;
d.h. C kann nicht auf diesen Kreisscheiben liegen. Letzteres ist aber gleichbedeutend mit b > ¢ bzw.
a > ¢, und das war zu zeigen.
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6.. Beweis (~skizze, mit Satz des Pythagoras): Da a, b und c die Seitenlangen eines Dreiecks sind,
gilt die Dreiecksungleichung |a-b|] < ¢ < a+b. Aus der Voraussetzung folgern wir zusatzlich

52 < a®+b° < @ +2ab+Db’ = (a+Db) alsoc/5 < a+b. Wegen 5 > 1 kénnen wir dies zusam-
mensetzen zu |a-b| < ¢ < ¢c4/5 < a+b. Dies bedeutet aber, dass auch die Werte a, b und c/5
die Dreiecksungleichung erfiillen, d.h. dass es ein Dreieck mit diesen Seitenlangen gibt.

Wir betrachten ein solches Dreieck und bezeichnen die Ecken

so mit A, B und T, dass AB die Lange cV5, AT die Lange b
und BT die Lange a hat; zusatzlich betrachten wir die
folgenden drei Kreise: Kreis um A mit Radius 2c, Kreis um B
mit Radius ¢ und den Thaleskreis Uber AB; die zugehérigen
abgeschlossenen Kreisscheiben bezeichnen wir mit Ka, Kg
bzw. Kag, die Schnittpunkte der Rander von K, und Kg mit T,
und T,. (T, und T, existieren, weil B ein Punkt von Kug ist und
der Radius von Kg (ndmlich c) kleiner als der Durchmesser von

Kags (namlich c+/5 ) ist.)

Es ist (2¢)° + ¢® = (c+/5 )% also erfilllen die Seitenlangen der
Dreiecke AABT; und AABT, die Pythagorasgleichung, somit liegen T; und T, auch auf dem
Thaleskreis Uiber AB.

"Man sieht" (ein ausfuhrlicher Beweis hierfur ist am Ende der Aufgabe angehéngt):
Ka n Kg O Kag (*); insbesondere gilt: T O Kyg O TOKg = T OKp (*).

Die Annahme c= a fiihrt dann zu folgendem Widerspruch: Mit Pythagoras ist die Voraussetzung
a®+b? > 5¢ = (c+/5)? aquivalentzu T O Kag; aus c=a folgt T O Kg. Nach (**) ist also T O Ka, also
b > 2c. Dannistaber b-a=2c-c = cim Widerspruch zur Dreiecksungleichung.

Analog fuhrt man ¢ = b zum Widerspruch.

Beweis fir (*): Die Strecke T,T, ist Sehne in allen drei Kreisen, alle ihre inneren Punkte sind
also alle auch innere Punkte von jeder der drei Kreisscheiben. Insbesondere liegt T.T,
vollstandig in KanKg, d.h. es gibt also im Innern von K,g gemeinsame innere Punkte von K, und
Kg; einen beliebigen davon nennen wir P;.

Gabe es nun auch einen Punkt P, im Innern von KanKg, der aber nicht in Kag liegt, dann
musste PP, die Kreislinie von Kz schneiden, d.h. Teile der Kreislinie von Kag missten im
Inneren von KanKg liegen.

Dies ist jedoch nicht der Fall: Die Punkte T,T, zerlegen die Kreislinie von Kag in zwei Bogen.
Der eine von den beiden enthalt den Punkt B; da AB = c5 > 2c, liegt B nicht in K4 und
damit auch (mit Ausnahme der Endpunkte) der ganze Bogen nicht. Der andere Bogen enthalt

den Punkt A; da AB = cv/5 > ¢, liegt A nicht in Kg und damit auch (mit Ausnahme der
Endpunkte) der ganze Bogen.

7. Beweis (Abschatzung ohne Dreiecksungleichung): Wir betrachten ein Dreieck AABC, in dem — mit
den Ublichen Bezeichnungen - die Ungleichung a°+b? > 5¢° gilt. Bekanntlich teilen die
Beruhrpunkte seines Inkreises die Seiten in Abschnitte auf, von denen je zwei gleichlang sind; wir
kénnen deren Langen so mit x, y, z bezeichnen, dass c=x+y, a=y+z und b=2z+Xx Die
Voraussetzung kdnnen wir damit dquivalent umformen zu

a+b*> > 5¢°

= (y+2° + (z+%* > 5(x+y)°

- 27 > M3+ 4y + 10xy - 2xz - 2yz

- 37 > R+ +Z+2xy-2xz-2yz + 3¢ + 3y + 6xy + 2xy
= 372 > (x+y—z)2+ 3(x+y)2 + 2xy
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Weil alle Variablen positiv sind, ist (x +y - z)2 > 0 und 2xy > 0, hieraus folgt 37> 3(x+ y)2 , also
z>x und z>y. Addition von y bzw. x auf beiden Seiten fihrt Gber z+y>x+y zu a>cund Uber
Z+Xx>y+X zu b >c; dies war zu zeigen.

Bemerkungen: Wie das Beispiel des Dreiecks AABT; aus dem 6. Beweis zeigt, wird die Aussage
falsch, wenn man in der Voraussetzung den Faktor 5 durch eine kleinere Zahl ersetzt.

Die Aussage ist nicht umkehrbar: Es gibt Dreiecke, in denen c die kiirzeste Seite ist und gleichzeitig
a’+b? < 5¢%. Dies ist veranschaulicht in der Figur zum 5. Beweis: "c ist kirzeste Seite" ist
gleichbedeutende mit "C liegt auRerhalb der beiden kleinen Kreise”; und "a’+b? > 5c¢* ist
gleichbedeutend mit "C liegt auRerhalb des grof3en Kreises". Wenn C also in der "Sichel” liegt, erfillt
das Dreieck die erste, aber nicht die zweite Bedingung.
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Aufgabe 4: Ein quadratisches Blatt Papier liegt auf dem Tisch. Es wird schrittweise in mehrere Teile
zerschnitten: Bei jedem Schritt wird ein Teil vom Tisch genommen und durch einen geraden Schnitt in
zwei Teile zerlegt; diese beiden Teile werden auf den Tisch zurtickgelegt.

Man bestimme die kleinste Anzahl an Schritten, mit denen man erreichen kann, dass sich auf dem
Tisch unter den Teilen wenigstens 100 Zwanzigecke befinden.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

Antwort: Die kleinste Anzahl ist 1699.

1. Beweis: Offensichtlich genligt es, folgendes zu zeigen:

ZU a):

Zu b)

a) In 1699 Schritten kann man die 100 Zwanzigecke erzeugen.
b) Um 100 Zwanzigecke zu erzeugen, benétigt man mindestens 1699 Schritte.

Zunachst zerschneiden wir das Quadrat — es habe die Kantenldnge 1 —in 10 Streifen mit Lange
1 und Breite 0,1; anschlielend zerschneiden wir jeden Streifen in 10 kleine Quadrate mit
Kantenlange 0,1. Wir erhalten also 100 kleine Quadrate mit 9 + 10@ = 99 Schnitten.

Nun erzeugen wir aus jedem kleinen Quadrat ein Zwanzigeck, indem wir je 16 Mal einen
Schnitt z.B. durch die Mittelpunkte zweier beliebiger benachbarten Kanten legen, dieser Schnitt
ist immer maoglich. Mit dem ersten Schnitt wird aus dem Quadrat eine Funfeck, mit dem zweiten
Schnitt ein Sechseck usw., mit dem 16. Schnitt hat man ein Zwanzigeck.

Insgesamt haben wir so nach 99 + 10016 = 1699 Schritten die geforderten 100 Zwanzigecke.

Variante 1: Zunachst schneiden wir von dem Quadrat durch einen geraden Schnitt (z.B. durch
die Mitten zweier benachbarter Seiten) eine Ecke ab; es entsteht ein Flinfeck und ein Dreieck.
Vom Funfeck schneiden wir wieder eine Ecke ab, erhalten so ein Sechseck und ein weiteres
Dreieck usw. Nach insgesamt 16 solchen Schritten haben wir das erste Zwanzigeck und 16
Dreiecke auf dem Tisch.

Nun nehmen wir eines der 16 Dreiecke und schneiden wie oben in 17 aufeinander folgenden
Schritten je eine Ecke ab: es entsteht das zweite Zwanzigeck und 17 weitere Dreiecke.
Offensichtlich erhalten wir mit jedem solchen Schritt ein weiteres Dreieck, sodass wir diese
Vorgehensweise bei weiteren 98 Dreiecken wiederholen kénnen.

Insgesamt erhalten wir auf diese Weise 100 Zwanzigecke; dabei betragt die Gesamtzahl an
Schritten 16 + 9917 = 16 + 1683 = 1699.

Variante 2: Wir schneiden von dem Quadrat 1600 Mal durch einen geraden Schnitt (z.B. durch
die Mitten zweier benachbarter Seiten) eine Ecke ab. So erhalten wir 1600 Dreiecke (die nicht
weiter gebraucht werden) und ein 1604-Eck. Von diesem 1604-Eck schneiden wir in 99 Mal ein
Zwanzig-Eck ab; dies geschieht durch einen Schnitt durch die Mitten von Seiten, die durch 18
Ecken voneinander getrennt sind. Bei jedem solchen Schnitt verringert sich die Zahl der Ecken
beim Ubrigen Teil um 16, damit hat das Reststiick nach dem 99. Schritt 1604 — 9916 = 20
Ecken, ist also selbst wie gefordert ein Zwanzig-Eck.

(Abschatzung der Anzahl Schritte Gber die Anzahl der entstehenden Ecken): Seien nun 100
Zwanzigecke erzeugt worden. Da man nur mit geraden Schnitten zerschneiden darf und das
Ausgangsstiick ein Quadrat und damit ein konvexes Vieleck ist, sind nach jedem Schnitt nur
konvexe Vielecke auf dem Tisch. Die Anzahl der hierzu nétigen Schritte nennen wir s, die
Gesamtzahl der Ecken aller Papiersticke auf dem Tisch e, die Anzahl der Uber die 100
Zwanzigecke hinaus erzeugten Papierstiicke p.

Sofort einsichtig ist, dass bei jedem Schnitt sich die Anzahl der Teile auf dem Tisch um 1
erhoht; es giltalso s+ 1 = 100 + p oder aquivalent

s—-p =99. (1)
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Weiter erhoht sich bei jedem Schritt die Gesamtzahl der Ecken aller auf dem Tisch liegenden
Vielecke hochstens um 4: Dies ist dann der Fall, wenn der Schnitt durch keine Ecke geht; wenn
der Schnitt durch eine bzw. zwei Ecken geht, dann erhdht sich die Anzahl der Ecken um 3 bzw.
um 2; hiermit sind alle Schnittméglichkeiten beschrieben.

Man kann also abschatzen (das Zeichen "=" gilt dann, wenn kein Schnitt durch eine Ecke geht):
e <4+4s (2)

Jedes der erzeugten Papierstiicke hat mindestens 3 Ecken, sodass man weiter abschatzen
kann (das Zeichen "=" gilt dann, wenn alle Uibrigen Stiicke Dreiecke sind):

e = 10020+ pBEB. (3)

Die Ungleichungen (2) und (3) setzen wir zusammen zu 10020+ p3 < 4+4s oder
aquivalent

1996 < s+3(s—p). (4).

Hierin setzen wir (1) ein und erhalten so 1996 < s+ 3@9 = s+ 297 und hieraus sofort
s = 1699; dies war zu zeigen.

Variante: Mit Wertigkeit eines Papierstiicks bezeichnen wir die um 3 verminderte Eckenzahl
dieses Papierstlickes; mit Wertigkeit des Tisches bezeichnen wir die Summe der Wertigkeiten
aller auf dem Tisch liegender Papierstiicke.

Mit jedem Schnitt erhdht sich die Zahl der auf dem Tisch liegenden Papierstiicke um genau 1,
jedes dieser Papierstiicke ist ein Vieleck. Die Gesamtzahl der Ecken aller auf dem Tisch
liegenden Vielecke erhoht sich bei jedem Schritt um héchstens 4. Dies ist dann der Fall, wenn
der Schnitt durch keine Ecke geht; wenn der Schnitt durch eine bzw. zwei Ecken geht, dann
erhoht sich die Anzahl der Ecken um 3 bzw. um 2. Damit erhdht sich die Wertigkeit des
Tisches bei jedem Schritt um héchstens 1.

Zu Beginn liegt ein einziges Viereck auf dem Tisch, die Wertigkeit des Tisches ist also
4 -3 = 1. Wenn nun 100 Zwanzigecke erzeugt worden sind, ist die Wertigkeit des Tisches
mindestens 100020 — 3) = 1700; da bei jedem Schritt sich die Wertigkeit um hdchstens 1
erhoht, sind hierzu mindestens 1700 — 1 = 1699 Schritte notig.

Bemerkungen: Da bei jedem Vieleck die Anzahl der Kanten identisch mit der Zahl der Ecken ist,
kann man in obigem Beweis den Begriff "Ecke" durch den Begriff "Kante" ersetzen.

Die Beweisfihrung zeigt gleichzeitig, dass bei einer Erzeugung von 100 Zwanzigecken mit einer
minimalen Schrittzahl kein Schnitt durch eine Ecke geht und dass die lbrigen Papierstiickchen alle
die Form eines Dreiecks haben. Weil 1699 Schritte durchgefihrt wurden, gibt es also
1699 + 1 - 100 = 1600 solche Dreiecke. Die Angabe einer erzeugenden minimalen Schrittfolge, die
diese Bedingung nicht erfllt, ist also fehlerhaft.
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