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Aufgabe 1: Gibt es eine positive ganze Zahl n, fir die die Zahl 1..12 1...1 eine Primzahl ist?

S e~
n Einsen n Einsen

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

Antwort: Nein, fir jedes nist die Zahl 1..12 1..1 eine zusammengesetzte Zahl.

— =
n Einsen  n Einsen

Beweis: Es ist offensichtlich 1..121..1 = 11.110 0...0 1;

nEr;n n Einsen n+1 Einsen n-1 Nullen
beide Faktoren sind fiir alle n > 1 definiert und verschieden von 1.
Variante (formale Schreibweise): Die zu untersuchende Zahl hat die Form
2n 2n n n
1..121..1 = 10"+) 10" = 10'+>'10° = (10" +1 10'),
Lizld =100 = g0 = (o)

ist also das Produkt zweier nattrlicher Zahlen, von denen fir jede positive ganze Zahl n beide kleiner
sind als die zu untersuchende Zahl.
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Aufgabe 2: Gegeben sind 9999 Stabe mit den Langen 1, 2, ..., 9998, 9999. Die Spieler Anja und
Bernd entfernen abwechselnd je einen der Stabe, wobei Anja beginnt. Das Spiel endet, wenn nur
noch drei Stdbe Ubrig bleiben. Lasst sich aus diesen ein nicht entartetes Dreieck bilden, so hat Anja
gewonnen, andernfalls Bernd. Wer kann den Gewinn erzwingen?

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

Antwort: Bernd kann den Gewinn erzwingen.

Vorbemerkung: Um die Formulierungen kurz zu halten, sprechen wir gelegentlich nicht vom "Stab mit
der Lange n", sondern kirzer vom "Stab n".

Mit a;, a, und a3 seien die Langen der zum Schluss Ubrig bleibenden Stdbe bezeichnet, wobei
a1 < ap < as.

1. Beweis (Angabe einer Strategie): Es genlgt zu zeigen, dass Bernd erzwingen kann, dass
as + a; < a3. Mit L bezeichnen wir die Menge der "langen" Stabe, d.h. der Stabe, die langer als 5000
sind, mit K die Menge der "kurzen" Stabe, d.h. der Stabe, die héchstens die Lange 5000 haben. Die
Menge K enthalt also 5000 Stabe, die Menge L enthalt 4999 Stabe, jeder Stab ist in genau einer der
beiden Mengen enthalten. Da mit jedem Spielzug genau ein Stab entfernt wird und das Spiel endet,
wenn noch drei Stabe (brig sind, wird insgesamt 9999 — 3 = 9996 Mal gezogen, d.h. es finden genau
4998 Doppelzige statt; dabei zieht jeweils zuerst Anja und dann Bernd.

Eine mdgliche Gewinnstrategie fur Bernd lautet nun:

Wenn Anja einen Stab aus K entfernt, entferne als Antwortzug den kirzesten noch
vorhandenen Stab aus L; wenn Anja einen Stab aus L entfernt, entferne den langsten noch
vorhandenen Stab aus K.

Es genigt nun zu zeigen:

Bernd kann stets nach dieser Strategie ziehen: Bei Befolgung der Strategie wird mit jedem
Doppelzug aus jeder der beiden Mengen genau ein Stab entfernt, d.h. in K befinden sich stets
noch mindestens 5000 — 4998 = 2 Stébe, in L mindestens 4999 — 4998 = 1 Stab.

Bernd gewinnt mit dieser Strategie: Zu Beginn hat die Differenz der Ldngen des kirzesten
Stabes aus L und des langsten Stabes aus K den Wert 1. Mit jedem Doppelzug wachst diese
Differenz bei Befolgung der Strategie durch Bernd um mindestens 1. Sie betragt also am Ende
des Spiels, d.h. nach 4998 Zigen, mindestens 4998 + 1 = 4999. Es ist also a, + 4999 < a;. Da
zusatzlich a; < 5000 und damit a; < 4999, folgt a; + a <4999 + a, < a;. Das war zu zeigen.

2. Beweis (Angabe einer Strategie): Wir ordnen jedem Stab s mit Ausnahme des Stabes m= 5000
einen Partnerstab s zu nach folgender Vorschrift: s und s sind genau dann Partner, wenn
|s—s'| = 5000. Offensichtlich sind dann auch s und s Partner; ferner ist der Partner jeden Stabes aus
L :={x|x>5000} ein Stab aus S :={x| x <5000} und umgekehrt; aullerdem gibt es zu Beginn des
Spieles genau einen Stab ohne Partner, namlich m = 5000.

Eine mdgliche Gewinnstrategie fur Bernd lautet nun:

Wenn Anja einen Stab entfernt, dessen Partner noch vorhanden ist, dann entferne diesen
Partner;

in allen anderen Fallen, d.h. wenn Anja einen Stab entfernt, dessen Partner bereits entfernt ist,
dann entferne einen beliebigen Stab aus L.

Es genigt nun zu zeigen:

Bernd kann stets nach dieser Strategie ziehen: Wie unten gezeigt wird, wird bei Befolgung der
Strategie mit jedem Doppelzug stets genau ein Stab aus L gezogen. Da 9999 - 3 = 9996 Mal
gezogen wird, finden genau 4998 Doppelziige statt und zum Spielende ist noch genau 1 Stab
aus L vorhanden. Wenn Anja also einen Stab ohne Partner zieht, kann Bernd immer den
geforderten Stab aus L ziehen; und wenn Anja einen Stab mit Partner zieht, kann Bernd
ebenfalls ziehen, namlich diesen Partner.

Bernd gewinnt mit dieser Strategie: Nach den 4998 Doppelziigen sind noch die drei Stabe
ay < & < a3 vorhanden. Nach dem oben Gesagten ist a; der einzige Stab aus L, er hat einen

3




BWM 2010 | Losungsbeispiele HO®
A

Endgliltige Fassung

Partner aus S der Lange a; — 5000, der Stab ohne Partner hat eine Léange von hoéchstens 5000.
Damit ist a; + a < a3 — 5000 + 5000 = a3, d.h. die Dreiecksungleichung ist verletzt und es
kann aus diesen Staben kein nicht-entartetes Dreieck gebildet werden.

SchlieRlich noch der Nachweis, dass bei jedem Doppelzug stets genau ein Stab aus L gezogen wird:
Vor dem ersten Zug findet Anja folgende Situation vor: Es gibt genau einen Stab ohne Partner und
dieser ist nicht aus L.

Wenn Anja nun einen Stab mit Partner entfernt, so entfernt Bernd dessen Partner; von diesen beiden
Staben ist genau einer aus L, der Stab ohne Partner wird nicht berihrt.

Wenn Anja dagegen einen Stab ohne Partner entfernt, so zieht sie ihn nicht aus L. Alle anderen
verbleibenden Stabe (dies sind mehr als drei) haben einen Partner, insbesondere sind mindestens
zwei Stabe in L, Bernd kann also wie gefordert einen Zug aus L machen; dies ist gleichzeitig der
einzige Zug aus L in diesem Doppelzug. AulRerdem nimmt Bernd durch seinen Zug einem Stab, der
nicht in L ist, seinen Partner; dies ist vor Anjas nachstem Zug der einzige Stab ohne Partner.

Nach dem ersten Doppelzug findet Amja also in jedem Fall wieder folgende Bedingung vor: Es gibt
genau einen Stab ohne Partner und dieser ist nicht aus L. Nun kann fiir den zweiten Zug die obige
Begriindung Gbernommen werden und man schlie3t induktiv, dass bei jedem Zug genau eine Stab
aus L gezogen wird.

Bemerkung: Bernd kann stets den Gewinn erzwingen, wenn die Anzahl n der Stabe ungerade ist.
Zum Nachweis ersetzt man im 1. oder 2. Beweis die Zahl 5000 durch die Zahl durch ™"/,. Dagegen
kann bei geradem n stets Anja den Gewinn erzwingen, z.B. mit folgender Strategie: "Nimm immer den
kirzesten Stab". Da sie ™2, Zige macht, haben die beiden kiirzesten Stabe mindestens die Lange
"5 und "/, +1; deren Summe ist n + 1, also sicher groRer als die Lange des langsten Stabes.
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Aufgabe 3: Uber den Seiten eines Dreiecks XYZ werden nach auRRen hin zueinander dhnliche
Dreiecke YDZ, EXZ und YXF aufgesetzt; ihre Umkreismittelpunkte seien K, L bzw. M.
Dabei sind 0ZDY = OZXE = OFXY und 0OYZD = OEZX = OYFX.

Man zeige, dass das Dreieck KLM zu den aufgesetzten Dreiecken ahnlich ist.

1. Beweis (Nachweis der Ahnlichkeit (iber die Innenwinkel des Dreiecks AKLM): Die Umkreise der
Dreiecke AYDZ, AEXZ und AYXF seien mit K, K, bzw. K, bezeichnet. Je zwei dieser Kreise
schneiden sich in den Punkte X bzw. Y bzw. Z.

Wir behandeln zuerst den Fall, dass je zwei dieser Kreise einen weiteren gemeinsamen Punkt
besitzen. Der von Z verschiedene Schnittpunkt der Kreise K, und K, sei mit N bezeichnet.

Es ist leicht zu zeigen, dass N auch ein Punkt des Kreises K; ist: Nach Konstruktion sind die Vierecke
XNZE und YDZN (evtl. Uberschlagene) Sehnenvierecke, also ist, wenn N und E auf verschiedenen
Bdgen Uber XZ liegen,

OZNX = 180° - OXEZ und OYNZ = [J180° - OZDY.

bzw. wenn N und E auf dem gleichen Bogen tiber XZ liegen,

OXNZ = OXEZ und OZNY = 0OZDY.
Hieraus folgt OXNY = 360° - (180° - OXEZ) - (0180° - OZDY) = OXEZ + 0ZDY
= 180° - OYFX.
bzw. ebenfalls OXNY = OXNZ + OZNY = = OXEZ + 0ZDY = 180° - OYFX

Dabei wurde beniitzt, dass die aufgesetzten Dreiecke die gleichen Innenwinkel besitzen. Damit ist
auch das Viereck YNXF ein Sehnenviereck, d.h. der Punkt N liegt auf dem Umkreis des Dreiecks
AYXF.

Die Strecken XN und ZN sind gemein-
same Sehnen der Kreise Ky und K, bzw.
der Kreise K, und K,. Sie schneiden die
Verbindungsgeraden der betreffenden
Mittelpunkte rechtwinklig in Punkten, die
wir Mxy bzw. Mzy nennen. Von hier
konnen wir verschieden schlielen:

Variante 1:Aus Symmetriegriinden ist

OMy LN = ",OXLN, und
ONLMyy = "/,ONLZ.

Also ist unter Verwendung der Tat-
sache, dass L Umkreismittelpunkt von
Ky ist, (angegebene Winkel sind als
gerichtete Winkel zu verstehen)

OMLK = DMXNLMZN
'LOXLN + '/,ONLZ
',0XLZ

OXEZ.

d.h. die Dreiecke AKLM und AEXZ
haben bei L bzw. E gleiche Innenwinkel.

Variante 2: Damit hat das (evtl. Uberschlagene) Viereck LMyyNMzy an zwei gegeniber liegenden
Punkten rechte Winkel, ist also ein Sehnenviereck. Mgy ist Mittelpunkt von ZN, ebenso Myxy
Mittelpunkt von XN. Damit Uberfiihrt die zentrische Streckung mit Zentrum N und Streckfaktor 2 den
Punkt N auf sich selbst, Mzy nach Z und Mxy nach X; also auch den Umkreis des Vierecks LMynyNMzy
auf den Kreis Ky. Insbesondere wird bei dieser zentrischen Streckung das Dreieck KLM auf ein
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Dreieck K'L'M' abgebildet, dessen Seiten durch X und Z gehen und dessen Ecke L' auf dem Kreis Ky
liegt. Nach Umfangswinkelsatz ist dann OMLK = OXL'Z = XEZ.

Mit analoger Argumentation erhalten wir, dass das Dreieck AKLM bei K den gleichen Innenwinkel hat
wie das Dreieck AYDZ bei D, welcher nach Konstruktion mit dem Innenwinkel des Dreiecks AEXZ bei
X Ubereinstimmt. Damit gibt es in den Dreiecken AKLM und AEXZ zwei Paare gleicher Winkel, sie
sind also ahnlich.

Falls zwei der Kreise genau einen gemeinsamen Punkt haben, kann die vorliegende Argumentation
Ubernommen werden, wenn man z.B. "gemeinsame Sehne ZN" durch "gemeinsame Tangente in Z"
ersetzt.

Bemerkungen: Die Diskussion der mdglichen verschiedenen Lagebeziehungen, (z.B. wenn die
Punkte E und N auf dem gleichen Bogen Uber der Sehen XZ liegen) ist hier sehr knapp abgehandelt
und bedarf eigentlich einer ausfihrlicheren Betrachtung.

Der Punkt N ist gleichzeitig gemeinsamer Punkt der Geraden XD, YE und ZF. Dies folgt sofort aus
OZNF = OZNX + OXNF = (180° - OXEZ) + OXYF = 180°.

Der vorliegende Beweis benltzt nur die Tatsache, dass die drei Winkel an den Spitzen zusammen
180° ergeben. Es genligt also, von den aufgesetzten ahnlichen Dreiecken nur zu verlangen, dass
jeder der Innenwinkel ein Mal an der Spitze liegt.

2. Beweis (Nachweis der Ahnlichkeit Gber die Verhaltnisse der Seitenlangen): Nach Voraussetzung
sind die Dreiecke AEXZ und AYXF gleichsinnig ahnlich. Damit stehen auch ihre Umkreisradien im

gleichen Verhaltnis wie entsprechende Seiten, es ist also % = % Weiter folgt aus der Ahnlich-
keit, dass OZXL=OFXM (alle Winkel seien hier orientiert betrachtet); hieraus folgt sofort OMXL
= [OFXZ. Damit sind die Dreiecke AMXL und AFXZ ahnlich, hieraus folgt % = % .
Mit analoger Argumentation in den Dreiecken AYXF und AYDZ erhalten wir Uber OKYM = 0OZYF
und ﬂ = ﬁ die Ahnlichkeit der Dreiecke AKYM und AZYF und hieraus M_—Y = 1

YK YZ MK Fz

Unter Verwendung von MX = MY berech-
nen wir das Verhdltnis der zwei von K
ausgehenden Seiten im Dreieck AKLM:

F

E
P2

WL _
MK

d.h. zwei Seiten des Dreiecks AKLM stehen
im gleichen Verhaltnis wie zwei Seiten des
Dreiecks AXYF. Analoge Schlussfolgerung

zeigt noch % = % was den Beweis

beendet.

3. Beweis (Variante des 2. Beweis mit
(Drehstreckung): Aufgrund der Konstruktion
F der aufgesetzten Dreiecke gibt es eine

Drehstreckung mit Zentrum X und Streckfaktor % die das Dreieck AEXZ und dessen Umkreis-
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mittelpunkt L in das Dreieck AYXF und dessen Umkreismittelpunkt M Uberfiihren. Insbesondere wird
das Dreieck AZXL in das Dreieck AFXM uberfihrt und es ist 0ZXL = OFXM sowie % = %
Also gibt es eine weitere Drehstreckung um den Punkt X, die L in Z und M in F {berfihrt; die
Berechnung ihres Streckfaktors auf zwei Arten fiihrt zu 1 = Z
MX ML
Mit analoger Argumentation erhalten wir, dass eine zweite Drehstreckung mit Zentrum Y den Punkt K
in Z und M in F Uberflhrt; deren Streckfaktor ist i = Z
MY MK

FX FY _ FZ . FzZ
— ! =— = — . ——, was unter Verwendung von

"Division der beiden Gleichungen" fihrt zu D= —
MX MY ML MK

FX _ MK
FY ML
Paar Seiten, deren Langen im gleichen Verhaltnis zueinander stehen. Analoge Schlussfolgerung zeigt

LC fur ein zweites Seitenpaar, was den Beweis beendet.

KM Dz

MX = MY sich zu vereinfacht, d.h. es gibt in den Dreiecken AKLM und AXYF je ein

dies Uber

4. Beweis (mit Abbildungsgeometrie, vgl. Figur zum 2. Beweis): Mit [P,] sei die Drehung um den
Punkt P um den Winkel a bezeichnet, mit [AB] die Spiegelung an der Geraden AB. Die Innenwinkel
der aufgesetzten Dreiecke seien entsprechend der Bezeichnung von Ecken, an denen sie
vorkommen, mit J, & ¢ bezeichnet, esist o0+ £+ ¢ = 180°.

Da K Mittelpunkt des Umkreises von AYDZ ist, ist nach Umfangswinkelsatz (0ZKY = 2[I1ZDY = 24,
also ist das Bild von Y bei der Drehung [K;, der Punkt Z. Analog schlieRen wir, dass der Punkt Z bei
der Drehung [L,] auf X und dieser bei der Drehung [Mj4] wieder auf Y abgebildet wird. Alle
Drehungen haben den gleichen Drehsinn, also ist die Summe der Drehwinkel bei diesen drei
Drehungen 360° und ihre Verkettung [My4]°[L2]°[K24 ist somit eine Parallelverschiebung. Da
zusatzlich das Bild von Y bei dieser Parallelverschiebung wieder Y ist, ist diese Abbildung sogar die
Identitat id.

Nun wahlen wir den Punkt M' so, dass im Dreieck AKLM' der Winkel OLKM' die Weite d und den
gleichen Drehsinn wie [0ZKY hat und zusatzlich der Winkel OM'LK die Weite £ hat. Es sei bemerkt,
dass dann auch OKLM' den gleichen Drehsinn wie OZLX hat.

Bekanntlich ist die Verkettung zweier Achsspiegelung eine Drehung um den Schnittpunkt der Achsen
um den doppelten Winkel zwischen den Achsen, wobei sich der Drehsinn aus der Reihenfolge der
Spiegelungen ergibt. Also kdnnen wir schlief3en (die beiden aufeinander folgenden Achsspiegelungen
an KL heben sich auf):

id = [Mag]°[L2d°[Kad = [M2g]°([(LMT[KL])*([KLI"[M'K]) = [Mag]*(ILMT°[MK]) = [M24]°[M'24].

Diese beiden Drehungen heben sich also auf; dies ist genau dann der Fall, wenn M = M'. Damit hat
AKLM' = AKLM die gleichen Innenwinkel wie die aufgesetzten Dreieck, ist also ahnlich zu ihnen.

Bemerkungen: Die Aussage der Aufgabe ist fir Spezialfélle bereits bekannt:

Wenn die aufgesetzten Dreiecke gleichseitig sind, erhalt man einen Zusammenhang, der unter dem
Begriff "Satz von Napoleon" bekannt ist. Jeder Beweis dieses Satzes, der nur benitzt, dass die
Innenwinkel des Dreiecks gleichgrof3 sind wie die Winkel an den Spitzen der aufgesetzten Dreiecke,
kann umgeschrieben werden in einen Beweis fiir die Aussage der Aufgabe.

Wenn die aufgesetzten Dreiecke rechtwinklig—gleichschenklig sind, so kann man zwei davon zu
Quadraten erganzen; die Aussage aus der Aufgabe lautet dann (vgl. Aufgabe 3 in der 1. Runde des
BWM 1998):
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Uber die Seiten BC und CA eines beliebigen Dreiecks ABC werden nach aulRen Quadrate
errichtet. Der Mittelpunkt der Seite AB sei M, die Mittelpunkte der beiden Quadrate seien P und
Q. Man beweise, daft das Dreieck MPQ gleichschenklig-rechtwinklig ist.

Zusatzlich lasst sich beweisen, dass die Geraden LK und FZ sich rechtwinklig schneiden: Im Dreieck
XYF ist nach Umfangswinkelsatz 20XYF = OXMF, also OFXM = 90°-0OXYF; dies ist der Drehwinkel
der Drehstreckung um X, die LM in ZF (berflihrt. Andererseits ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke
OMLK = OXYF; damit hat der Winkel zwischen den Geraden LK und FZ die Weite
OXYF + 90°-0OXYF = 90°.




BWM 2010 | Losungsbeispiele HO®
A

Endgliltige Fassung

Aufgabe 4: Bestimme alle Zahlen, die sich auf genau 2010 Arten als Summe von Zweierpotenzen mit
nicht negativen ganzen Zahlen als Exponenten darstellen lassen, wobei in jeder der Summen jede
Zweierpotenz hdchstens dreimal als Summand auftreten darf. Dabei sind zwei Darstellungen als
gleich anzusehen, wenn sie sich nur in der Reihenfolge ihrer Summanden unterscheiden. Eine
Summe kann hier auch aus nur einem Summanden bestehen.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Resultates ist zu beweisen.

Antwort: Die beiden Zahlen 4018 und 4019 und nur diese haben die gesuchte Eigenschaft.

Gemeinsame Bezeichnungen: Fir ganze Zahlen n, g schreiben wir in Anlehnung an die Darstellung
der Zahl nim Zweiersystem

k .
N = [& &1, 2, .., &, &), wenn n = > a2,
i=0

und nennen dies eine Darstellung von n als Summe von Zweierpotenzen; die a nennen wir auch
Ziffern der Darstellung. Wenn zusatzlich a O {0,1,2,3} fur alle i=1,2,..,k d.h. wenn die
zusatzlichen Bedingungen in der Aufgabenstellung erfillt sind, nennen wir die Darstellung von n
zuléssig. (Damit lassen wir in Erweiterung der Aufgabenstellung auch die leere Summe zu, diese
Summe stellt die Zahl 0, nur diese, und es ist die einzige zuldssige Darstellung der Zahl 0. Das unten
hergeleitete Ergebnis bleibt somit gltig.)

Die Anzahl der zulassigen Darstellungen der Zahl n bezeichnen wir mit d(n).

Gelegentlich sprechen wir kiirzer von "der Zahl [ay, a1, 82, -.., &1, &]" anstatt von "der Zahl, die eine
Darstellung [ay, ax-1, &-2, ---, 81, &) besitzt".

1. Beweis: Offensichtlich ist der Wert jeder zuldssigen Darstellung eine nicht negative ganze Zahl; es
genugt also, nicht negative ganze Zahlen hinsichtlich ihrer Darstellbarkeit zu untersuchen.

Uber die Aufgabenstellung hinaus werden wir zeigen, dass d(n) = E} +1 farallen = 0,1,2,3, ...

Da die Gleichung d(n) = 2010 = [g} + 1 offensichtlich genau die Lésungen n=4018 und n=4019

hat, folgt so unmittelbar die Behauptung.

Zuerst zeigen wir, dass fur jede nicht negative gerade ganze Zahl n die Gleichung d(n) = d(n+1) gilt:

Sei n = [a, &1, &-2, ..., &1, ] eine zulassige Darstellung von n. Da n gerade ist, ist a; O {0, 2},
folglich (ag + 1) O {1, 3} und somitist n+ 1 = [ay, &1, &=, -.-, 81, 8+1] eine zuldssige Darstellung der
ungeraden Zahl n + 1. Jeder zulassigen Darstellung von n ist so eindeutig eine zuldssige Darstellung
von n+ 1 zugeordnet; umgekehrt kann jeder zuldssigen Darstellung einer ungeraden Zahl n+ 1
durch Umkehrung dieser Zuordnung eindeutig eine zuldssige Darstellung der geraden Zahl n
zugeordnet werden. Damit ist die Anzahl dieser Darstellungen gleich, d.h. es ist d(n) = d(n+1).

Weiter zeigen wir, dass fir jedes gerade n die Gleichung d(n+2) = d(n) + 1 gilt:

Sei n = [a &1, &2, ---» &1, &) e€ine zulassige Darstellung von n; da n gerade ist, ist a; O {0, 2}.
Dannist n+2 = [a, &1, &2, ..., &, +2] eine Darstellung von n + 2.

Im Fall ag =0 ist diese auch zuldssig. Jeder zulassigen Darstellung von n mit a; =0 ist so
umkehrbar eindeutig eine zuldssige Darstellung von n + 2, deren erste Ziffer 2 ist, zugeordnet.
Die Anzahl dieser Darstellungen ist also gleich.

Irp Fall ag=2 ist diese Zuordnung etwas komplizierter: Einfaches Nachrechnen (dem
"Ubertrag" beim Addieren in einem Stellenwertsystem vergleichbar) zeigt, dass

[ .. &1, @+2] = [y, ..., A2, A1*2, 2] = ... = [& ..., sty AF2, § 42, ..., Q—2];
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fir das kleinste i mit a+2 <3 erhalten wir so eine zulassige Darstellung von n+ 2 (evil.
bendtigen wir noch eine zusatzliche Ziffer ag.q =2). Wir bemerken noch, dass in dieser
Darstellung mindestens eine Ziffer, namlich die in dem Verfahren zuletzt behandelte,
mindestens den Wert 2 hat.

Also kdnnen wir jeder Darstellung von n mit Anfangsziffer ay = 2 eine Darstellung von n+ 2, in
der die erste Ziffer den Wert 0 und mindestens eine Ziffer einen Wert vom mindestens 2 hat,
zuordnen. Auch hier ist die Zuordnung umkehrbar eindeutig: Es ist namlich (sei i kleinster Index
mit & = 2, dannist +2 < 3 flr alle j <1, ferner ist ay gerade und kleiner als 2, also a; = 0):

n-2 =[a, ..., &, .., &, &, &) — 2

= [a.k, ceny ai'_2, aj'—1+41 reey a-21 a-']v 0] _2
=[ay, ..., §=2, §-1+2, g _o+4, 83, ..., &, a1, 0] — 2
= [k ooy 82, 8112, 8j9+2, g-3t2, ..., B+2, a1 +2,4] - 2

= [ak’ ] aj_zv aj—1+2a aj—2+2a aj—3+2a ey a2+21 a1+2! 2]

Die Betrachtung beider Falle zeigt also, dass die Gesamtzahl der zuldssigen Darstellungen von n
identisch ist mit der Anzahl zulassiger Darstellungen von n + 2, die mindestens eine Ziffer 2 oder 3
enthalten.

Es bleibt also noch, alle Darstellungen von n+2 zu zahlen, in denen ausschlie8lich Nullen und
Einsen vorkommen: Diese sind identisch mit den Darstellungen von n + 2 im Dualsystem, davon gibt
es bekanntlich genau eine.

Dies setzen wir fir gerade n zusammen zu d(n+2) = d(n) +1; diese Formel gilt offensichtlich auch fur
ungerade n. Ferner ist 0 = [0] die einzige zuldssigen Darstellung von 0, also ist d(0) = 1. Das bisher
Gesagte lasst sich somit zusammenfassen zu

Die Zahlenfolge (d(n)) erfiillt die Bedingung d(0) = 1, d(n+1) :{ g (g)(2)1 falls n gﬁgae?aea .

Offensichtlich ist diese Zahlenfolge durch diese Rekursion eindeutig bestimmt. Ebenso offensichtlich

ist, dass auch die Zahlenfolge <B} + 1) dieser Rekursionsgleichung gehorcht. Damit sind beide
identisch, das war zu zeigen.

Variante: Zuerst zeigen wir wie oben, dass fir alle geraden n die Gleichung d(n) = d(n+1) gilt, d.h.
dass fur alle n die Gleichung d(2n) = d(2n+1).

Weiter zeigen wir, dass flr jedes n=1 die Gleichung d(2n)=d(n)+ d(n-1) gilt: Sei wieder
2n = [&, &1, ..., &1, &)] eine zulassige Darstellung von 2n. Da 2n gerade ist, ist a, O {0, 2}.

Fur zulassige Darstellungen von 2n mit a; = 0 betrachten wir die Zahl [&, a1, ..., @, &], d.h wir
schneiden die erste Ziffer der betrachteten Darstellung von 2n ab. Dies entspricht einer Division
durch 2, d.h. [ay, a1, ..., &, &4] ist eine (offensichtlich zulassige!) Darstellung der Zahl n. Jeder
zulassigen Darstellung von 2n mit a; = 0 ist so eindeutig eine zuldssige Darstellung von n
zugeordnet; diese Zuordnung ist offensichtlich bijektiv. Es gibt also d(n) zuldssige Darstellungen
von 2n mit Anfangsziffer 0.

Fir zulassige Darstellungen von 2n mit ay = 2 betrachten wir ebenfalls die Zahl [ay1, ..., as, &],
d.h. wir subtrahieren 2 und schneiden die erste Ziffer ab. Dies entspricht einer Subtraktion von
2 mit anschlieBender Division durch 2; d.h. [a, ..., @, a&4] ist eine (offensichtlich zulassige)
Darstellung der Zahl n—-1 (esist n=1, also n—120.). Jeder zuldssigen Darstellung von 2n
mit ag = 2 ist so eindeutig eine zulassige Darstellung von n—-1 zugeordnet; diese Zuordnung ist
offensichtlich bijektiv. Es gibt also d(n—1) zuldssige Darstellungen von 2n mit Anfangsziffer 2.

Damit sind alle moglichen zulassigen Darstellungen von 2n untersucht, es gilt d(2n) = d(n) + d(n-1).

Nun kdnnen wir abschlieend die Glltigkeit der eigentliche Formel mittels vollstdndiger Induktion nach
n zeigen (wobei der Induktionsschritt von geradem n Uber nt1 zu n+2, dem nachsten geraden n
geht):
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Endgliltige Fassung

Induktionsanfang: Es sind 0=[0] und 1 =[1] offensichtlich die jeweils einzigen zulassigen
Darstellungen von 0 bzw. 1, also ist d(0)=1= [%} +1 und d(1)=1= E} +1, d.h. die

Aussage ist richtig firn=0und n= 1.
Induktionsannahme: Die Aussage sei richtig fir ein bestimmtes gerades n = 0.

Induktionsschluss: Dann ist sie auch richtig fir das ungerade n+ 1 und das gerade n+ 2:
Nach oben nachgewiesenen Gleichungen gilt fiir gerade n

o - a0 g 5}

ferner gilt fiir das ganzzahlige n*:="/s:

din+2) = d@m*+1)) = d(n*+1) + d(n*)

|:2(n* +’I)} + = {n_ﬂ} +1
2 2 ’

d.h. die Formel gilt fir n+1 und fiir n+2.

|
1
=
—
| |
+
—
+
1
>
N3
| |
+
—
I
1
N
>
*
1
+
ro

k
2. Beweis: Sei n = Zq 2' mit & 0{0, 1, 2, 3} fur alle i, eine zulassige Darstellung der Zahl n.

i=0

Bekanntlich ist die Darstellung jeder ganzen Zahl im Zweiersystem eindeutig. Also gibt es fiir jedes
a 0{0, 1, 2, 3} eindeutig bestimmte Zahlen b;, ¢; 00 {0, 1} sodass & = b; 1+ ¢ [R. Dann ist

k . k . k . k .
n=>a2 = >(h+2c)2 = > h2'+2> c2 .
i=0 i=0 i=0 i=0
Uber diese Gleichung kénnen wir jeder zuldssigen Darstellung von n eindeutig zwei nicht negative

k . k .

ganze Zahlen b:= ZQZ' und c:= ZZQ 2' zuordnen, deren Summe b+ cden Wert n hat und bei
i=0 i=0

denen c gerade ist. Diese Zuordnung ist, da sich die b,,¢ O {0, 1} aus der eindeutigen Darstellung

dieser Zahlen im Zweiersystem ergeben, bijektiv. Damit gibt es genau so viele zulassige
Darstellungen von n, wie es solche Summen gibt, d.h. so viele, wie es nicht-negative ganze gerade

Zahlen gibt, die nicht gréRer als n sind. Hieraus folgt sofort d(n) = [g} + 1. SchlieB3lich bemerken wir,

dass die Gleichung d(n) = E} +1 = 2010 genau die Lésungen 4018 und 4019 hat..
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