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Aufgabe 1: Es seien m und n positive ganze Zahlen, fiir die m® + n° + m durch mn teilbar ist.

Zeige, dass dann m eine Quadratzahl ist.

1. Beweis (durch Widerspruch): Sei p ein Primteiler von m und p® (a2 1) die héchste Potenz von p
mit p®| m; es genligt dann zu zeigen, dass « gerade ist.

Nach Voraussetzung gilt mn | m*+ n® + m, also auch p®| m® + n® + m. In dieser Summe sind die beiden
Summanden m® und m durch p“®teilbar, also auch einzig tbrigbleibende Summand r°.

a+1

Wir nehmen an, ¢ ware ungerade: Dann gilt sogar p |n2. Da auch p|n gilt (hier kbnnte man
scharfer abschatzen!), folgt p®' | mn und hieraus wieder p™' | m* + n® + m. Damit ist in dieser Summe
nicht nur der Summand n2, sondern auch — es ist & ungerade und damit ¢+ 1 <2a — der Summand
m?® durch p”‘+1 teilbar, also auch einzige Ubrigbleibende Summand m. Dies steht aber im Widerspruch
zur Maximalitat von a.

2. Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine positive ganze Zahl k, fir die kmn = m°+n° +m (1)

Sei nun ¢ der groBte gemeinsame Teiler von m und n. Dann gibt es zwei teilerfremde positive ganze
Zahlen m' und n', sodass m = tm' undn = tn'. Dies setzen wir in (1) ein und es folgt

kPm'n' = £m + #n® + mm'; nach Division durch 7 = 0 folgt

ktm'n' = tm”® + m?® +m'.
Zusammenfassen der Produkte mit Faktor 7 auf der linken Seite ergibt die Gleichung
t(km'n' — m? - n'z) =m', d.h.t|m'.
Andererseits ergibt Zusammenfassen der Produkte mit Faktor m' auf der linken Seite die Gleichung

m'(ktn' — tm' = 1) = m®, d.h. m'| m™; und da m' und ' teilerfremd sind, gilt sogar m' | .

Hieraus folgt sofort m' = ¢, und somit m = mm' = t2; dies war zu zeigen.

3. Beweis ("Vieta—Jumping", endlicher Abstieg): Wir werden zu jedem Paar (m|n), das die
Bedingungen der Aufgabe erfillt, weitere Zahlenpaare konstruieren, die die Aufgabe erfullen und bei
denen die erste Zahl genau dann Quadratzahl ist, wenn m auch Quadratzahl ist. Weiter werden wir
zeigen, dass wir nach endlich vielen Wiederholungen dieser Konstruktion das Paar (1]|1) erhalten. Da
in diesem Paar die erste Zahl eine Quadratzahl ist, ist dann der Beweis abgeschlossen. Im Detail:

Esist m*+n°+m genau dann durch mn teilbar, wenn es eine positive ganze Zahl k gibt, fir die

2 2
moAm Mo _ k. dies ist aquivalent zu jeder der beiden Gleichungen m?— (nk — 1)m+n% = 0 und
mn

n? — mkn + m(m + 1) = 0. Mit L(k) sei die Menge der Paare (m,n) positiver ganzer Zahlen bezeichnet,
die diese Gleichungen erfillen. Dies formulieren wir wie folgt:

(m,n) € L(k) < mist Losung der Gleichung x° — (nk — 1)x + n® 0 (G(n,k))
0 (G(m,k)).

Sei nun (m,n) ein Paar positiver ganzer Zahlen, fiir das m® + n° + m durch mn teilbar ist, d.h fir das
(m,n) e L(k) fUr ein geeignetes positives ganzzahliges k.

& n ist Lésung der Gleichung  x° — mkx + m(m + 1)

Es sind m und n Ldsungen der quadratischen Gleichung G(n,k) bzw. G(m,k) fir dieses k. Bekannt-
lich besitzen diese beiden Gleichungen dann je eine zweite, evtl. mit der ersten zusammenfallende
Lésung m' bzw. n'. Nach Satz von Vieta gilt dann

mm' = n® und m+m = nk—1 sowie

nn' = m(m+1) und n+n' = mk.
Weil m, n und k positiv und ganzzahlig sind, folgt mit diesen vier Gleichungen sofort, dass auch m' und
n' positiv ganzzahlig sind. Weiter folgt aus mm' = n® dass m genau dann Quadratzahl ist, wenn m'

2
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ebenfalls Quadratzahl ist. Weiter ist m' Losung der Gleichung G(n,k) und n' Losung der Gleichung
G(m,k), also auch (m',n) e L(k) und (m,n") € L(k).

Somit haben wir zu jedem Zahlenpaar (m,n) € L(k) zwei weitere (nicht notwendigerweise verschiedene)
Zahlenpaare konstruiert mit der zusatzlichen Eigenschaft, dass von den drei ersten Zahlen dieser
Paare entweder alle drei Quadratzahlen sind oder keine eine Quadratzahl sind.

Far weitere Untersuchungen unterscheiden wir die drei méglichen Falle:

2 2
m' = m:  Aus mm' = n® folgt dann sofort m=m'=n und es ist dann & = mornme 2+ l;
mn m
und da m und k positiv ganzzahlig sind, folgt m = 1. Insbesondere ist m Quadratzahl, dies

wollten wir zeigen. Es folgt weiter, dass n = 1 und — zun&chst unerheblich —, dass & = 3.

m' < m: Wir wahlen das Zahlenpaar (m',n), stellen fest, dass m' + n < m + n, d.h dass die Summe
der Zahlen in diesem Zahlenpaar kleiner ist als im urspriinglichen Paar (m,n); nun
konstruieren wir zu (m',n) nach gleicher Methode zwei weitere Zahlenpaare aus L(k).

m' > m: Wir wihlen das Zahlenpaar (m,n'), stellen fest, dass aus mm' = n® sofort m <n folgt und

weiter n' = mim+1) < (m+1) < n; dh. dass auch hier die Summe der Zahlen in
n

diesem Zahlenpaar kleiner ist als im urspringlichen Paar (m,n); nun konstruieren wir zu

(m',n) nach gleicher Methode zwei weitere Zahlenpaare aus L(k).

Die Konstruktion neuer Paare wie in den Fallen m' < m und m' > m wiederholen wir solange, bis wir den
Fall m' = m erreichen. Dies ist sicher nach endlich vielen Wiederholungen der Fall, da die Summe der
Zahlen in einem Paar bei jeder Wiederholung um mindestens 1 abnimmt, aber nicht kleiner als 2
werden kann (Prinzip vom endlichen Abstieg). Unsere Konstruktion einer Reihe von von Zahlenpaaren
aus L(k) endet also immer mit dem Zahlenpaar (1,1). Dessen erste Zahl 1 ist eine Quadratzahl, also
sind auch alle anderen ersten Zahlen der Paare Quadratzahlen, insbesondere auch die Zahl m.

2 2 2 2
. . " m +n +m m +n +m
Bemerkungen: Bemerkenswert ist die Verscharfung: — e N = —— = 3.
mn mn

Durch Umkehrung obiger Konstruktion kann man ausgehend vom Zahlenpaar (mg,n9) = (1,1) € L(3)
durch Rekursion alle Zahlenpaare aus L(3) und damit alle méglichen Zahlenpaare (m,n) erhalten, die
die Bedingung der Aufgabe erfillen. Es ist

2 m.(m; +1)

n.
niy = n und miy = — (1), oder mi,y = m; und iy = n— (2).
m, ’

i

Dabei genuigt es, flr gerade i den Schritt (2) und fir ungerade i den Schritt (1) anzuwenden, weil die
anderen Schritte jeweils zum Vorgangerpaar fihren. Man erhélt so die Zahlenpaare

(111), (112), (4[2), (4[10), (25[10), (25/65), (169(65), .., (fars’ |forafoit ) (foit” |fortfoiut )y oon
wobei mit f; die i—te Fibonaccizahl bezeichnet wird. Ein Induktionsbeweis ist dem Leser Gberlassen.
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Aufgabe 2: Gegeben sei ein Parallelogramm aus Papier mit den Seitenldngen 25 und 10 sowie der
Hohe 6 zwischen den langeren Seiten. Es soll so in genau zwei Teile zerschnitten werden, dass man
unter Verwendung beider Teile einen Wiirfel mit geeigneter Kantenldnge ohne weitere Schnitte
vollstandig und ohne Uberlappungen bekleben kann.

Beschreibe eine solche Zerschneidung und zeige, dass diese die Bedingungen der Aufgabe
tatsachlich erfullt.

Beschreibung einer méglichen Schnittlinie (vgl. Parallelogramm
ABCD in der Figur): Die Ecken der stumpfen Winkel werden
durch eine Zick—Zacklinie mit 5 Abschnitten der Lange 5
verbunden, wobei jeder Streckenabschnitt mit dem vorher-
gehenden einen rechten Winkel einschlie3t.

1. Beweis: Es ist hinreichend (aber wahrscheinlich nicht notwendig) zu zeigen, dass man die beiden
Teile wieder so zusammenfiigen kann, dass das Netz eines Wirfels entsteht, oder umgekehrt: dass
es ein Netz eines Wiirfels gibt, das man in genau zwei Teile zerschneiden kann, die man ihrerseits zu
dem gegebenen Parallelogramm zusammenfiigen kann.

Wir bestimmen zuerst die Kantenlange a des Wirfels: Seine Oberflache muss den gleichen Inhalt
haben wie das Parallelogramm, d.h. es muss gelten 64° = 256, also a = 5.

Nebenstehende Figur basiert auf einem quadratischen Gitter mit Kantenldnge 5. Es ist sofort
einsichtig, dass darin die durch dicke Linien umrandete Figur das Netz eines Wirfels mit Kantenlange
5 darstellt.

Dieses zerschneiden wir entlang der Strecke AB in

A 5 5 D

genau 2 Teile. Um zu zeigen, dass dies mdglich ist, [ ¢ x 2
weisen wir nach, dass die Schnittlinie vollstdndig Sa Sa
innerhalb des Netzes verlauft: Die Schnittlinie hat in T Q1
einem gitterparallelen Koordinatensystem mit Ursprung N AN N s
A die Steigung _E; und da —1<-S <2 <—l, A S

4 4 3 2 R A L
schneidet die Schnittlinie die Strecken PQ, QR und RS. S Y
Weiter ist offensichtlich, dass die beiden Schnittteile sich B c

lickenlos und ohne Uberschneidungen zu einem
Parallelogramm ABCD zusammenfiigen lassen, z.B. durch eine Parallelverschiebung des linken
Schnittteils um 10 nach rechts; wenn wir diese Art des Zusammenfligens wahlen, ist auch klar, dass
wir tatsachlich ein Parallelogramm erhalten; die in der Aufgabe geforderte Schnittlinie fir das
Parallelogramm ABCD ist dann die "Treppe" von D nach B.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass Parallelogramm ABCD die vorgegebenen MaBe hat: Die Seite AD
hat nach Konstruktion die Lange 10; die lange Seite AB hat nach Pythagoras die Lange

V15%420° = 5.4/3°+4® = 25. Die Hohe zwischen den langen Seiten berechnen wir ber den
Flacheninhalt: Es ist Axgcp = BC hgg = 10-15 = 150 = AB - hag = 25 - hag, hieraus berechnet
sich sofort hpg = 150:25 = 6.

Das Parallelogramm ABCD hat also die gleichen MaBe wie das vorgegebene Parallelogramm, damit
ist der Beweis abgeschlossen.
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Aufgabe 3: Es sei ABCDEF ein konvexes Sechseck, dessen Ecken auf einem Kreis liegen. Fir seine
Seitenlangen gelte die Beziehung AB-CD-EF = BC-DE-FA.

Zeige, dass sich dann die Diagonalen AD, BE und CF in genau einem Punkt schneiden..

1. Beweis (mit Satz von Ceva): Wir betrachten das Dreieck ACE und in ihm die drei Transversalen
AD, CF und EB. Deren Schnittpunkte mit den Seiten AC, CE und EA bezeichnen wir mit B', D' bzw. F'.

Die Dreiecke AB'B und EB'C sind &hnlich, da sie bei B' den gleichen Winkel haben (Scheitelwinkel),
ebenso bei B bzw. bei C (Umfangswinkel Gber der gleichen Sehne AE im Umkreis des Sechsecks).

Damit gilt die Beziehung AB' = @é:i.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke CB'B und EB'A folgt
analog BC = @2
EA

Hieraus folgt nach Division

AB _ ABEA
BC BC CE

und zyklischem Vertauschen
CD'

Das Produkt der linken Seiten ist identisch mit dem Produkt der rechten Seiten, zusammen mit der
Voraussetzung ergibt sich

AB CD EF _ AB EA CD AG EF CE _ AB-CD.EF

BC DE FA BC CE DE EA FA AC BC-DE-FA

Mit Satz von Ceva folgt, dass die drei Transversalen EB', AD' und CF' und damit die drei Diagonalen
BE, AD und CF durch einen Punkt gehen. Dies war zu zeigen.

2. Beweis: Die Punkte A, B, C, D, E und F seien wie in
der Voraussetzung angeordnet. Wir stellen zunachst
fest, dass das Teilviereck ABCD ein Sehnenviereck ist
und dass deswegen ZCBA = 180°- £ZADC, d.h. der
auBere Teil der Halbgerade [AD schliet mit der Sehne
CD den Winkel £CBA ein.

Deswegen fihrt die Drehstreckung um C mit
Streckfaktor % und Drehwinkel #BCD nicht nur den

Punkt B in den Punkt D ber, sondern auch den Punkt A
in einen Punkt P, der so auf der Geraden AD liegt, dass
D zwischen A und P liegt. Insbesondere liegt P
auBerhalb des Umkreises des gegebenen Sechsecks.

Mit analoger Argumentation weisen wir nach, dass die

Drehstreckung um E mit dem Streckfaktor % um den

Winkel ZFED den Punkt F in den Punkt D GOberfihrt und den Punkt A in einen Punkt P*, der ebenfalls
auf der Geraden AD so liegt, dass D zwischen P* und A liegt.
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Unter Verwendung der Voraussetzung erhalten wir DP BC _ AB-CD-EF _ 1, d.h. die
DP* — DE BC-DE-FA
=

Punkte P und P* sind identisch.

Nun betrachten wir den Umkreis des Dreiecks ECP und dessen von P verschiedenen Schnittpunkt mit
AD, den wir mit S bezeichnen. S liegt im Innern des Umkreises des vorgegebenen Sechsecks, also auf
der Diagonalen AD. Dies verwenden wir zusammen mit mehrfacher Anwendung des Umfangs-
winkelsatzes und der Ahnlichkeit der Dreiecke CDP und CBA fir die Schlussfolgerung

ZSEC = «SPC = DPC = #ZBAC = ZBEC,

also sind die Geraden ES und EB identisch, d.h. S liegt auf der Diagonalen BE. Mit analoger
Schlussweise folgern wir, dass S auf der Diagonalen CF liegt, damit ist der Beweis beendet.

3. Beweis: Wir zeigen zunachst die Umkehrung der Behauptung: Wenn in einem konvexen
Sehnensechseck ABCDEF sich die Diagonalen in einem Punkt schneiden, dann gilt die Beziehung

AB-CD-EF = BC-DE-FA.

Beweis: Der gemeinsame Schnittpunkt der Diagonalen sei mit S bezeichnet. Die Diagonalen teilen nun
das Sechseck in Teildreiecke auf, von denen jeweils gegeniberliegende gleiche Innenwinkel haben
und damit &hnlich sind: z.B. haben die Dreieck ASB und ESD bei S den gleichen Winkel
(Scheitelwinkel), ebenso bei A bzw. E (Umfangswinkel Gber der Sehne BD); analog argumentieren wir
fur die Dreiecke BSC und FSE sowie FSA und DSC.

Damit gelten folgende Verhaltnisgleichungen:

AB _AS EF _ES  ,CD _GCS

DE ES BC GCS FA  AS’
Das Produkt der rechten Seiten ist identisch mit dem
Produkt der linken Seiten, d.h. es ergibt sich wie
behauptet

AB EF CD _ AS ES CS

DE BC FA ES CS AS
Nun zum eigentlichen Beweis: Sei ABCDEF* ein
konvexes Sechseck, dessen Ecken auf einem Kreis
liegen und fir dessen Seitenldngen die Beziehung
AB-CD-EF* = BC-DE-F*A (1) gelte; der
Schnittpunkt der Diagonalen AD und BE sei mit S
bezeichnet. Wir werden zeigen, dass dann F* auf der
Geraden CS liegen muss.

Sei F der Schnittpunkt der Halbgeraden [CS mit dem
Umkreis des gegebenen Sechsecks. Dann gilt nach der oben bewiesenen Umkehrung die Beziehung

AB-CD-EF = BC-DE-FA (2). Die Quotienten aus den linken bzw. rechten Seiten von (1) und (2)

sind also gleich, nach Kurzen erhalten wir E_F = F_A und somit auch E = i
FA F*A FA

Wir wissen, dass der Punkt F* irgendwo auf demjenigen Kreisbogen zwischen E und A liegt, der die
dbrigen Ecken nicht enthalt. Seine Lage auf diesem Kreisbogen kann umkehrbar eindeutig
beschrieben werden durch die GrdéBe des Winkels g = £ZF*EA, wobei fe ]0°1809. Nach
Umfangswinkelsatz ist die GréBe des Winkels ¢ := 180°— ZAF*E, wobei ¢ € ]0°,180, unabhangig
von der Lage von F* auf diesem Kreisbogen, also hat im Dreieck AEF* der Winkel ZEAF* die Weite
- B. Somit gilt nach Sinussatz im Dreieck AEF* die Beziehung & = sin(p=f)

F*A sin(p)
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F* hat also auf dem Kreisbogen eine Lage, fir die dieser Ausdruck den Wert von % annimmt.

Die Funktion f:frs>S22=D)  hat gie Apleitung L) - =cos(@=F)sinth) —sin(p = f)cos(f)
' sin(B) dp sin®(B)
= _Sins(i/ri:(g)_ﬁ) = ;I:g((g . Da ¢ ]0°1801, ist dieser Ausdruck immer kleiner als 0 und somit

die Funktion f streng monoton fallend in diesem Bereich. Damit nimmt dieser Ausdruck nur fiir genau

ein # den Wert % an, also kann F* nur die Lage von F einnehmen. Damit ist alles bewiesen.

4. Beweis: Der Schnittpunkt der Diagonalen AD und BE sei mit S bezeichnet, der Schnittpunkt der
Diagonalen CF und AD mit S; und der Schnittpunkt der Diagonalen CF und BE mit S,. Zu zeigen ist
dann, dass die Punkte S, S; und S, zusammenfallen.

Eines der beiden Dreiecken ABS und EDS hat mit der
Diagonalen FC keine gemeinsamen innere Punkte, 0.B.d.A.
sei dies Dreieck EDS (andernfalls ersetzen wir im folgenden
die Bezeichnungen ABCDEF durch DEFABC; dies &ndert

nichts an der Voraussetzung AB-CD-EF = BC-DE-FA).
Damit sind entweder Sy, S, und S identisch oder S; und S,
liegen im Innern der Strecken SA bzw. SB. Die Langen der
Strecken S;S, S.S und S¢S, seien mit x, y bzw. z bezeichnet,
die Langen der Abschnitte auf den Diagonalen von jeder
Ecke bis zum ersten Diagonalenschnittpunkt, also AS;, BS.,
CS,, DS, ES, FSy, mit a, b, ¢, d, ¢ und f. Es gilt dann

AS =a +x, BS =b+y, CS, =c+z, DS, =d +1x,
E_82=e+yundF_S2 =f+z

Die Dreiecke ABS und EDS sind &hnlich, da sie in zwei Innenwinkeln Ubereinstimmen: Es ist
ZASB = ZESD (Scheitelwinkel) und £BAS = «DES (Umfangswinkel tber der gleichen Sehne BD).
Mit analoger Begrliindung folgt, dass auch die Dreiecke FAS; und DCS; &hnlich sind, ebenso die
Dreiecke BCS, und FES,. Damit gelten folgende Verhéltnisgleichungen:

a+x b+y E

e d BC c b FA a f

E ety f+z @ c+z d+x
5E :

Zusammen mit der Voraussetzung AB-CD-EF = BC-DE-F folgt sofort

12 (EJZ(ET(@T _atx b+y ety f+z c+z d+x

DE BC FA e d c b a f
a+x‘b+y'e+y‘f+z'c+zld+x
a b e f c d

Da alle Variablen in diesem Ausdruck nicht negativ sind, ist jeder der Brliche nicht kleiner als 1. Da
zusatzlich das Produkt den Wert 1 hat, muss jeder Faktor den Wert 1 haben, hieraus folgt
x=y=2z=0, d.h.esistS=5; =S,. Das war zu zeigen.

Bemerkung: Die "0.B.d.A.—Einschrankung" kann man ersetzen durch folgende Uberlegung: Wenn —
anders als in der Zeichnung — S; zwischen S und D liegt, liegt S, zwischen S und E und man hat
AS =a-2x, AS =a-2x, BS =b-y, C_S1 =c -z, D_S1 =d-x, E_S2 =e—y und F_S2 = f—z. Obige
atx bty ety fxz ctz dxx
e ; =

gleiche Rechenzeichen vorkommt. Damit sind in dem Produkt entweder alle Faktoren aus dem
Intervall [1,o [ oder alle Faktoren aus dem Intervall ]0;1], woraus wieder folgt, dass x=y =z=0.

Uberlegung filhrt dannzu 1 = , wobei in allen Briichen stets das
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Aufgabe 4: Im Pascalschen Dreieck sind in einfacher und Ubersichtlicher Weise die Binomial-
koeffizienten angeordnet.

Wir wahlen einen beliebigen dieser Binomialkoeffizienten aus, der nicht am rechten Rand des
Dreiecks steht. Rechts von ihm stehen in der gleichen Zeile ¢+ Zahlen, die wir der Reihe nach mit a4, a,,
..., a, benennen, wobei a, = 1 die letzte Zahl in dieser Reihe ist. Geht man vom gleichen
Binomialkoeffizienten parallel zum linken Rand schrag nach rechts oben, so stehen dort wiederum ¢
Zahlen, die wir der Reihe nach mit b4, b, ..., b, benennen, wobei b, = 1 ist.

Zeige, dass bas — b1a + bip az— ...+ (<1)"'bya, = 1 gilt.

Beispiel: Man erhalt bei der Wahl von (‘11) =4 dieWerter=3,a1=6, a2=4, az =1und b1 =3, bp=2,b; =1.

Vorbemerkung: Wir wéhlen uns den Binomialkoeffizienten (Z) 1

aus, er steht bekanntlich in der n—ten Zeile und in der k—ten 1 2 1

Spalte, wobei Spalten als Parallelen zum linken Rand verstanden

werden und die Z&hlung jeweils bei Null beginnt. Da er nicht am

rechten Rand stehen soll, ist k<n und nrn=1. Es ist leicht
k+i-1

einsichtig, dass dann a; = (k’_’H.) und b; = ( k ) mit i € {1,2,...,r:=n—k} ist; also ist die

Gultigkeit folgender Aussage zu beweisen:
5 ; S i1 n | [k+i-1
Firallen>0und k<n gilt: S(nk) := Z[(—U‘ (k+i)'( X )} = 1.

i

1. Beweis (formales Rechnen; eigentlich vollstandige Induktion): Bekanntlich ist jede Zahl im
Pascaldreieck die Summe der beiden schrag rechts und schrag links Uber ihr stehenden Zahlen, wobei
wir uns leere Stellen mit der Zahl 0 ausgefillt denken; formal heiBt dies, dass fiir alle ganzzahligen n, k
die (auch aus dem Schulunterricht bekannte) Beziehung

(k’J:L) + (Z;j) = (k’_’H.) gilt; wobei (;) =0 flrs<0oders>r.

Weiter gilt fir alle s > 0 die Gleichung Z{(—D" (f” = 0, was ebenfalls aus dem Unterricht bekannt
i=0

ist, sich aber auch aus dem Konstruktionsprinzip des Pascal-Dreiecks schnell begriinden I&sst: Jede
Zahl ist die Summe der beiden schrag rechts und schrag links Gber ihr stehenden Zahlen. Wenn wir
also die Zahlen in der Zeile s abwechselnd addieren und subtrahieren, so erhalten wir das gleiche
Ergebnis, wenn wir jede Zahl der dartberstehenden Zeile s —1 genau einmal addieren und einmal
subtrahieren, d.h. wir erhalten den Wert 0. Diese beiden Identitaten flihren zu

s = S (] = oo (Lt )

i i=

Ser (] e ]

i=1

—k Ny (n=1! _(k+i—1)! m-1-k)! "_k|:_ - (n=1) k+i—1:|
1[( koD k=it k)] <n1k>l MDA (k+i)( k ) '

i= i=

3

In der zweiten Summe hat der letzte Summand (-1)"*™ (”;1)(”;1) den Wert 0, kann also wegge-

0

lassen werden. In der ersten Summe haben wir mit dem Faktor (n—1-k)! erweitert, nach Ausklammern
von drei der von i unabhangigen Faktoren und nach Kirrzen erhalten wir
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_ (-1 1 S (n=1-k)! "“[_ it (n—=1) k+i—1}
T k! (n—1—k)'z{( D (n—k—i)!-(i—1)!} " Z D (k+i)( k )

si=t i

B (n/:!m'(n—11—k)!"[=10k[(_1)[1 '(n_}_k” ¥ PZTTH)” (Z:r:)(k +’£_1”

i

=0

ni1|:(_1)i1 (ZI:)(k +/£_1” = S(n—1,k).

i

Durch wiederholtes Anwenden analoger Gedankengénge erhalten wir so die Gleichungskette

S(K) = S(=1k) = S(-2k) = ... = S(k+14) = (-1)0-(’12) -1,
2. Beweis (kombinatorische Deutung der Binomialkoeffizienten): Anstatt die Gultigkeit der Aussage
S(n,k) = 1 beweisen wir die Giiltigkeit der &quivalenten Aussage

Firallen>Ound k<n git: S [(kﬁl_).(m}iqﬂ 4o 5 {(k’ii)’(“;iq”-

i=1 i=1
i ungerade i gerade

Keine Beziehung zur gestellten Aufgabe scheint zun&chst folgendes Farbungsproblem zu haben:
Waéhle aus der Menge {1, 2, ..., n} in einem ersten Schritt k + i zu farbende Zahlen aus und farbe die
kleinste davon rot; wahle in einem zweiten Schritt von den restlichen k + i — 1 Zahlen dieser ersten
Auswahl k Zahlen aus und farbe sie ebenfalls rot, farbe die restlichen i —1 Zahlen der ersten
Auswahl blau, alle anderen Zahlen lasse farblos. Ist bei einer solchen Farbung i gerade, so sprechen
wir von einer geraden Farbung, ist i ungerade, sprechen wir von einer ungeraden Farbung.

Aus der Farbungsvorschrift folgt mit Zahlprinzip und bekannten Formeln sofort: Die Anzahl solcher

2 ; n | (k+i-1

Farbungen ist (k+i)'( X )

Nach Vergleich dieses Terms mit den Summanden in der zu beweisenden Aussage erkennt man den
Zusammenhang: Der geforderte Nachweis ist erbracht, wenn wir zeigen, dass — bei festem k — die
Anzahl gerader Farbungen um 1 Kkleiner ist als die Anzahl der ungeraden Farbungen. Dies
bewerkstelligen wir, indem wir aus der Menge der ungeraden Férbungen ein Element entfernen und
dann nachweisen, dass wir die restlichen Farbungen zu Paaren zusammenstellen kénnen, so dass
jedes Paar aus einer geraden und einer ungeraden Farbung besteht und jede Farbung in genau einem
Paar vorkommt.

Sei X die spezielle Farbung, bei der die k + 1 gréBten Zahlen aus der Menge {1, 2, ..., n} rot gefarbt
und keine Zahl blau gefarbt wurden. Bei dieser Farbung gilt i = 1, damit ist X eine ungerade Farbung,
diese entfernen wir. Wir stellen fest, dass X die einzige Farbung ist, bei der alle Zahlen, die gréBer als
die kleinste rot gefarbte Zahl sind, ebenfalls rot gefarbt sind.

Sei A nun eine von X verschiedenen Farbung. Dann enthélt A eine Zahl, die nicht rot gefarbt ist und die
gréBer als die kleinste rot geférbte Zahl ist. Diese Zahl farben wir um: war sie farblos, wird sie blau,
war sie blau, wird sie farblos. So erhalten wir auf eindeutige Art eine neue Farbung A' mit folgenden
Eigenschaften:

A' ist verschieden von X: Die umgefarbte Zahl ist gréBer als die kleinste rote Zahl und nach dem
Umférben hat sie nicht die Farbe rot.

War A gerade, so ist A" ungerade, war A gerade, so ist A' ungerade: Die Zahl der blau geféarbten
Zahlen wurde um genau 1 vergr6Bert oder verkleinert, damit wurde die Zahl i ebenfalls um
genau 1 vergrdBert oder verkleinert, damit wechselt i die Paritét.

Wendet man auf die A' die gleiche Umfarbung an, so erhdlt man wieder A. Damit ist
sichergestellt, dass A' nicht auch durch Umférben einer von A verschiedenen Farbungen
entstehen kann.

Nun stellen wir A und A’ zu einem Paar zusammen; wenn wir auf die gleiche Weise mit den restlichen
Farbungen verfahren, haben wir die Farbungen wie gefordert zu Paaren zusammengestellt.



BWM 2013 I Lésungsbeispiele [ ]

A

Bemerkung: Dass im ersten Beweis bei der Umformung der S(n,k) der erste Summand in der
zweiten Zeile den Wert 0 hat, ist eine bemerkenswerter Zusammenhang, der als eigenes Lemma
formuliert werden kann. Nach Indexverschiebung lautet es:

Firalle k<n gilt: ”f[(—nf.(zﬂ)-(k;i” - 0

i=0

3. Beweis (Deutung der Binomialkoeffizienten als Funktion einer reellen Variablen): Wie im ersten
Beweis hergeleitet ist zu zeigen:

n—k .
Firallen>0und k<n git: S(k) = Z[(-nf-‘ (k’il.)-(’”,;“” - 1.

i=1
Wir definieren fur nicht-negative ganze k£ und reelle x die Funktion

Bk(.x) - x-(x—1).(x—i)'.__..(x_k+1) |

dabei habe das leere Produkt den Wert 1, d.h. Fy(x) := 1. Es ist dann offensichtlich B;(x) ein Polynom

vom Grad k und fiir nicht-negative ganzzahlige x ist Bi(x) = (z) Ferner kdnnen wir fir nicht-

negative ganzzahlige x folgendermafBen umformen:
(—x+k=1)-(—x+k—-2)-...-.(—x)
(x) — x-(x—1)-...-(x—k+1) — (_1)k . k Faktoren
k! k!

= (=1)“By(~x + k= 1).

Dies verwenden wir zusammen mit (Z) = (nfk) far alle n, und k < n zur Berechnung der S(n,k):

) (4]
= Sl ()

3
|
~

S(n,k)

3
|
~

= (n—';c—i)'(‘1)i_1 (DB (~(k +i—1>+(i—1)—1)}

3
|
~

_ (n_’li_i).Bi_1(—k—1)} - "f{(n_k”_iq).a.(—k—ﬂ}

i i=0

3
|
~

n—k—1

Nun definieren wir eine neue Funktion p(x) = > [(n—kn—i—1)Bi(x)} = B.41(x +n), dies ist ein
i=0

Polynom der reellen Variablen x , dessen Grad sicher nicht gréBer istals n—k— 1.

Far alle naturlichen Zahlen x gilt aber
W = S )2 - 0
p B P n—k—i—1) \i n-k-1 = =

was man leicht kombinatorisch beweisen kann: der Ausdruck ( xt+n ) steht fir die Anzahl der

n—k-1
Mdoglichkeiten, n —k — 1 Objekte aus x + n Objekten auszuwéhlen, ebenso wie der Ausdruck mit dem
Summenzeichen, der diese Auswahl aufspaltet in eine Auswahl von n—k—i—1 Objekten aus der

"unteren Teilmenge" von (n —k—1) —i Objekten und einer Auswahl von i Objekten aus der "oberen
Teilmenge" von x Objekten, und nun Gber alle i von 0 bis n — k — 1 aufsummiert.
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Damit hat p(x) unendlich viele Nullstellen, es gilt somit scharfer p(x) = 0 fir alle reellen x.
Insbesondere ist

0

plok—1) = [(n_k”_l._1)3i(-k-1)} ~Byis( k=14 n)

S(n.k) — (”"Ij

n—

) = Sk -1,

hieraus folgt sofort S(n,k) = 1.

11



