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Aufgabe 1: Anja soll 2014 ganze Zahlen an die Tafel schreiben und dabei erreichen, dass zu je drei
dieser Zahlen auch deren arithmetisches Mittel eine der 2014 Zahlen ist.

Beweise, dass dies nur gelingt, wenn sie lauter gleiche Zahlen schreibt.

Bezeichnungen: Eine Beschriftung der Tafel mit 2014 Zahlen, bei der alle Zahlen ganzzahlig sind
und bei der zu je drei Zahlen auch das arithmetische Mittel dieser drei Zahlen an der Tafel steht,
nennen wir zuldssig.

1. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gébe eine zulassige Beschriftung der Tafel mit
Zahlen, die nicht alle gleich sind. Dann gibt es mindestens ein Paar verschiedener Zahlen; und unter
allen diesen Paaren ein Paar a; und ao mit minimalem positivem Abstand d = |ax—a4] > 0.

Nun betrachten wir zwei beliebige weitere Zahlen a; und a4 dieser Beschriftung und die beiden
arithmetischen Mittel my = W und my = %. Diese stehen beide an der Tafel; und

weil ay # ap, sind sie sicher verschieden, und flr ihre Differenz gilt im Widerspruch zur Annahme

0 < |mp—m| = |(a2+a3+a4)—(a1+a3+a4)| _ |a2—a1| _ i

< d.
3 | 3 3

2. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gabe eine zulassige Beschriftung der Tafel mit
2014 Zahlen, die nicht alle gleich sind. Nun unterscheiden wir 2 Félle:

Fall 1: Es gibt eine Zahl 4, die zwei Mal an der Tafel steht. Nach Voraussetzung gibt es an der Tafel
eine weitere, von a verschiedene Zahl b. Nun betrachten wir die Folge der Zahlen m; (i= 1, 2, 3, ...),

at+a+b at+a+m,

die folgendermaBen definiert ist: Es sei my = , und firi =2 1 seimy,q = 3 . Diese

Zahlen haben folgende Eigenschaften:

(1) Sie stehen alle an der Tafel: Da a zwei Mal und b ein Mal an der Tafel steht, muss m;
ebenfalls an der Tafel stehen; und wenn m; an der Tafel steht, dann auch m,,.

2) Sie sind alle verschieden: Es ist my = atath = a+l b—a), und
3 3

My = a+%(m,,—a) _ a+%(u+%(m”—a)—aj = at o (mg-a) = . =
a+%(b—a) ; hieraus folgt sofort die Verschiedenheit.

Damit missen mehr als 2014 Zahlen an der Tafel stehen (oder irgendwann ein m;, das nicht
ganzzahlig ist), was (beides) der Aufgabenstellung widerspricht.

Fall 2: Keine zwei Zahlen an der Tafel sind gleich: Wir betrachten beliebige 4 Zahlen an der Tafel, sie
seinen entsprechend ihrer GréBe mit a < b < ¢ < d bezeichnet. Zusatzlich betrachten wir die 4 arithme-

tischen Mittel, die aus je 3 von ihnen gebildet werden kénnen, namlich m, = a+§+c , Mg = a+l;+d ,
a+c+d b+c+d . . -
my, = und m, = . Jede dieser vier Zahlen muss an der Tafel stehen, weil sie

arithmetisches Mittel von drei an der Tafel stehenden Zahlen ist; ferner gilt
a<mg<m <m<m, <d Evil. kénnen zwei dieser Mittel mit b bzw. ¢ Ubereinstimmen;
mindestens die restlichen beiden sind aber noch zusatzlich im Intervall ] a ; d[. Damit missen im
Intervall ] a ; d[ nicht nur die Zahlen » und ¢ stehen, sondern noch mindestens zwei weitere, also
mindestens vier. Mit analoger Schlussweise konstruieren wir nun zwei weitere Zahlen, die im
kleineren Intervall | m, ; m,[ liegen. Diese Konstruktion von neuen Zahlen kdnnen wir beliebig oft
wiederholen; irgendwann stehen mehr als 2014 Zahlen an der Tafel, was wieder einen Widerspruch
darstellt.
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Variante (im Wesentlichen gleiche Abfolge der Argumente): Wir nehmen an, es gabe eine
Beschriftung der Tafel mit 2014 Zahlen, die nicht alle gleich sind. Wir ordnen die Zahlen der GréBe
nach und benennen sie in dieser Reihenfolge mit ay, Az, .., do014) d.h. es st
a1 < ax < az < ... < asniz < ap14s zusatzlich ist ay < d104- Nun unterscheiden wir zwei Falle:

Fall 1: a; = a>. Mit b bezeichnen wir die kleinste Zahl mit b > a,; diese existiert, weil nicht alle Zahlen
an der Tafel gleich sind. Dann steht sicher keine Zahl aus dem offenen Intervall ]a, ; b[ an der Tafel.

. . I . . . +a,+b .
Im Widerspruch hierzu gilt fiir das arithmetische Mittel m,, = % sicher a4 =as, <m, < b.

a, +a, +a,

Fall 2: a4 <a,. Dann muss das arithmetische Mittel ms := eine der Zahlen a4, a» oder as

sein; und weil ay <ap ist, muss a; < m3 < as sein. Hieraus folgt sofort ms; = a, und weiter
as = az + (a2 —ay) > ao. Nun aber gibt es fiir a, Bedingungen, die nicht gleichzeitig erfillt werden
kénnen: Die arithmetischen Mittel m, = W und ms = % sind beide kleiner als a4
und beide gréBer als a4, sie missen beide schon an der Tafel stehen und es gilt wegen a4 < as < as
auch my < ms. Damit ist festgelegt, dass my=a, (*) und ms=asz (**). Aus () folgt a4 = a3, aus (**)
folgt im Widerspruch dazu a4 > as.

3. Beweis (Betrachtung der Dreierreste): Wir betrachten 2014 Zahlen ay, ay, ..., a4 an der Tafel und
ihre Reste r; bei Division durch 3; d.h. ihre eindeutige Darstellung in der Form a; = 3:b;+r; mit
geeignetem ganzzahligem b; und einem r; € {0, 1, 2}. Es gibt drei mdgliche Reste, aber mehr als drei
Zahlen an der Tafel, also gibt es zwei Zahlen, die den gleichen Dreierrest habe; 0.B.d.A. seien dies a;
und ay, flr die r; = .. Nun unterscheiden wir zwei Falle:

Fall 1: Es gibt eine Zahl (0.B.d.A seid dies a3), die einer anderen Restklasse angehdrt. Es ist also

ra#ry, also auch az#ay. Dann ist das arithmetische Mittel aus a4, a> und az, namlich
a,+a,+a, 2n+n . . . .

m= - — = by+by +b3 + —3 niemals eine ganze Zahl, weil 2ry + r3 niemals den Wert 0 oder

3 oder 6 annimmt, wenn man fir r; und r3 verschiedene Zahlen aus der Menge {0, 1, 2} einsetzt.

Damit liegt keine zuldssige Beschriftung vor.

Fall 2: Es gibt keine Zahl, die einer anderen Restklasse angehdrt, d.h. fir alle i ist a; = 3:b; + r flr
das gleiche r e {0, 1, 2}. Nun betrachten wir das arithmetische Mittel aus drei beliebig ausgewahlten
Clu +Clv +Clw
3
an der Tafel kdnnen nur dann eine zulassige Beschriftung darstellen, wenn die Zahl m,,, fir jede
Auswahl von u, v und w eine der Zahlen an der Tafel ist; notwendig dafir ist nach Annahme der
Fallunterscheidung, dass m,,, ebenfalls den Rest r hat, d.h. dass b,+b, +b,, fur jede Auswahl von
verschiedenen Indices u, v und w eine durch 3 teilbare Zahl ist. Es gibt mehr als 3 solche Zahlen b,
damit ist dies aber nur mdéglich, wenn alle b; den gleichen Dreierrest haben (&hnliche Argumentation
wie in Fall 1). Einfache Rechnung zeigt nun, dass dann alle a; den gleichen Rest bei Division durch
9 = 3% lassen. Nun wiederholen wir unsere Uberlegungen: esista;= 9¢; +r'; das Mittel m,,, muss
wieder von dieser Form sein, d.h. m,,, = 3(c, + ¢, + ¢,) + ¥ und wieder muss ¢, +c¢, +c¢, flr jede
Auswahl von verschiedenen Indices durch 3 teilbar sein, es folgt, dass alle Zahlen a; den gleichen
Rest bei Division durch 3% haben.

Zahlen a,, a,, a,, mit verschiedenen Indices, namlich m,,, = = b,+b, +b,, + r. Die Zahlen

Wiederholungen dieser Uberlegung ergeben nach endlich vielen Schritten, dass die Beschriftung nur
dann zuldssig sein kann, wenn alle a; den gleichen Rest bei Division durch 3 haben, wobei 3 gréBer
als alle |a;| ist. Dies ist aber nur méglich, wenn alle a; gleich sind.

Variante des 3. Beweises: Wir betrachten eine beliebige zulassige Beschriftung der Tafel mit 2014
Zahlen. Hieraus konstruieren wir eine neue Beschriftung nach folgender Vorschrift: Wir subtrahieren
irgendeine der Zahlen an der Tafel (z.B. die kleinste) von jeder der 2014 Zahlen. Wenn dann nicht alle
Zahlen den Wert 0 haben, dividieren anschlieBend jede der Zahlen durch die héchste gemeinsame
Dreierpotenz aller 2014 Zahlen. (Wir ersetzen also jede Zahl 4, der urspriinglichen Beschriftung durch
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die Zahl b; := ﬂ wobei a; die gewahlte Zahl und p die h6chste gemeinsame Dreierpotenz aller
p

a; — ay ist.)

Nach dieser Operation stehen wieder 2014 Zahlen an der Tafel, mindestens eine der Zahlen ist die
Null (in unserem Beispiel wieder die kleinste), jede Zahl ist ganz, und entweder sind alle anderen
Zahlen ebenfalls Null (nAmlich genau dann, wenn ursprunglich alle Zahlen gleich waren) oder
mindestens eine der anderen Zahlen ist nicht durch drei teilbar. Es gilt nun folgender Hilfssatz (Beweis
unten):

HS: Diese neue Beschriftung der Tafel ist genau dann zulassig, wenn die urspringliche Beschriftung
zulassig ist.

Nach diesem Hilfssatz genligt es also zu zeigen, dass eine Beschriftung der Tafel, die eine Zahl a; =0
und eine nicht durch 3 teilbare Zahl a, enthalt, nicht zulassig sein kann. Hierzu betrachten wir zu ay
und a, zwei beliebige andere Zahlen an der Tafel, sie seien mit a3 und a4 bezeichnet.

a,+a,+a,

Das arithmetische Mittel ist genau dann eine ganze Zahl, wenn die Summe der

Dreierreste von a4, a» und as ein Vielfaches von 3 ist. Da die Zahl a; den Dreierrest 0 hat und die Zahl
a» den Dreierrest 1 oder 2, ist dieses arithmetische Mittel genau dann eine ganze Zahl, wenn die
Summe der Dreierreste der Zahlen a, und a; ein Vielfaches von 3 ist, d.h. wenn eine der beiden
Zahlen a, und a3 den Dreierrest 1 hat und die andere den Dreierrest 2.

a, +a2 +a4

Entsprechendes gilt aber auch fir das arithmetische Mittel , d.h. es ist genau dann ganz-

zahlig, wenn von den beiden Zahlen a, und a4 die eine den Dreierrest 1 und die andere den Dreierrest
2 hat. Dann haben aber die Zahlen a3 und a, den gleichen, von Null verschiedenen Dreierrest und die
Summe der Dreierreste von ap, az und a4 ist entweder 1 +2+2 = 5o0der2+1+1 = 4, injedem Fall

a,+a; +

kein Vielfaches von 3. Also ist das arithmetische Mittel 9 yeine ganze Zahl, gehért also nicht

zu einer zulassigen Beschriftung.

Beweis des Hilfssatzes: Mit den Bezeichnungen von oben wird jede Zahl a;, durch die Zahl

b; = 4 4 ersetzt. Insbesondere ist fir alle i die Zahl p ein Teiler von a; — 1; damit ist b; eine ganze
p
a +a +a . . . .
Zahl. Und falls —————~ = g, ist auch das arithmetische Mittel
a,_—a1+as—a1+a,—a1 a ta t+a, _%
br +bs +bf p p p 3 3 ak _a1
= = = = bk
3 3 p p

wieder eine ganze Zahl. Beide Schlisse sind umkehrbar.

4. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, dass es eine zulassige Beschriftung mit mindestens
zwei verschiedenen Zahlen gibt.

Wir bezeichnen die dabei verwendeten Zahlen der GréBe nach geordnet mit ay, ay, ..., asi4; d.h. es ist
a; < ax < az < ... < agz < axig und ay < asoi4 -

Da mindestens zwei Zahlen an der Tafel verschieden sind, gibt es einen Index k, sodass unter den
drei Zahlen «, a;,1 und g, (1 <k <2012) wenigstens zwei verschieden sind. Zusétzlich betrachten wir
das arithmetische Mittel dieser drei Zahlen A; := 1/3(a,(+a,<+1 +a2). Da a £ a1 <ap2 Und
gleichzeitig a; < a2 gilt, ist  a; < Ay < aw2. Da die Zahlen a; der GroBe nach geordnet sind und
nach Bedingung der Aufgabe A; eine der Zahlen g; sein muss, bleibt als einzige Moglichkeit A = a;,1;
hieraus folgt (ber Valar + auet + aro) = ageq  sofort et = olag + a)  und  damit
e = ai + 2(ag1 — a); d.h. die Abstande zwischen den Zahlen g, und a;,; sowie zwischen q;,; und
a2 sind gleich. Insbesondere gilt auch a; < a1 < ai0; d.h. keine zwei der Zahlen a;, a;,.1 und a2
sind gleich. So kénnen wir obige Uberlegung fur die Zahlen a1, aw.e und a3 und auch fir a;_4, a; und

4
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ar+1 wiederholen (soweit die dabei auftretenden Indices nicht kleiner als 1 oder gréBer als 2014
werden). Wiederholtes Anwenden dieser Schlussweise fihrt zum Zwischenergebnis, dass die a; eine
arithmetische Reihe bilden mit a; = a4 + (i-1)d fir ein geeignetes positives ganzzahliges d := a1 — a;.
P . . . . . ayta,+a, 4
Nun betrachten wir die Zahlen a4, a, und a4 und ihr arithmetisches Mittel A = T = ay + /ad,

diese Zahl steht aber nicht an der Tafel; damit ist der gewlinschte Widerspruch konstruiert.

5. Beweis: Wir ordnen die Zahlen an der Tafel der GréBe nach und bezeichnen sie mit a4, as, ..., a4,
d.h. es ist ai < ax < az < ... < dxiz < d2p14-

Nun betrachten wir die 2012 arithmetischen Mittel M, := % mit 2 < k < 2013. Die Ordnung

der a, der GroBe nach bewirkt eine Ordnung der M, der GroBe nach; d.h. fur a;<a; gilt M; <M; und
es gllt ay £ My, £ M3 £ ... £ Myyio £ Moz < aopis-

Wir nehmen nun an, es gébe zwei verschiedene Zahlen unter den a;. Dann ist a; < asg14 Und es gilt
schéarfer a; < Mo < M3 ... £ Mayo £ Mogiz < dopi4-

Nach Voraussetzung hat jedes M; den Wert irgendeines a;. Weil sowohl die a; als auch die M; nach
GroBe ihrer Indices geordnet sind, bleibt nur die Zuordnung a;, = M, fir 2 <k <2013.

.. .. . a,+a. +a a,+a;+a a,—a,
Fir 2<i<j<2013istdann aber a;—a; = M;-M; = ————2014 _ T J 201 _ /. was
3 3 3
nur erflllt sein kann, wenn a; —a; = 0. Als Zwischenergebnis haben wir somit a; = g; flir 2 <i,j < 2013.
. . a, +2a a,+a,+a 3a . .
Ware nun noch a; < ap, SO ware a; < — 3 2 = 4 ; 8 < ?2 = a,, d.h. das arithmetische

Mittel der Zahlen a4, a» und a3 lage zwischen den Zahlen a; und ao. Dies kann aber nicht sein, weil es
eine der Zahlen a; sein muss, aber keine solche Zahl zwischen a; und a, liegt. Analog fiihrt man
azp13 < dpp14 ZUM WidersprUCh.

Bemerkung: Wesentlich fir alle Beweise ist die Tatsache, dass an der Tafel mehr als drei Zahlen
stehen. Fur drei Zahlen ist eine zulassige Beschriftung méglich, z. B. 1, 2 und 3.

Die Aussage bleibt glltig, wenn man in der Aufgabenstellung "ganze Zahlen" durch "rationale
Zahlen" ersetzt. Allerdings kdnnen dann einige Beweisvarianten nicht mehr verwendet werden.
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Aufgabe 2: Die 100 Ecken eines Prismas, dessen Grundflache ein 50-Eck ist, werden in beliebiger
Reihenfolge mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., 100 nummeriert.

Beweise, dass es zwei Ecken gibt, die durch eine Kante des Prismas verbunden sind und deren
Nummern sich um hdchstens 48 unterscheiden.

Bezeichnungen: Ecken, die durch eine Kante des Prismas verbunden sind, nennen wir benachbarte
Ecken.

Bemerkung: Es gilt folgende verallgemeinerte Aussage:

Fir geradzahliges n gilt: Werden die 2n Ecken eines Prismas mit n — eckiger Grundflache mit den
Zahlen 1, 2, 3, ..., 2n durchnummeriert, so gibt es stets ein Paar von Ecken, die durch eine Kante
verbunden sind und deren Nummern sich um weniger als n — 1 unterscheiden.

Die folgenden Beweise lassen sich leicht zu einer Begriindung hierfr umformulieren (Ersetzen von 50
durch n etc.). Weiter kann man leicht zeigen, dass es fiir ungeradzahliges n stets eine Nummerierung
gibt, bei der sich die Nummern benachbarter Ecken stets um mindestens » — 1 unterscheiden.

1. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gebe eine Nummerierung, bei der sich die
Nummern benachbarter Ecken immer um mindestens 49 unterscheiden.

In der gegebenen Nummerierung bezeichnen wir Ecken als klein, wenn ihre Nummer aus der Menge
der 49 "kleinen" Zahlen K := {1, 2, ..., 49} ist; und die restlichen Ecken, d.h. Ecken mit Nummern aus
der Menge der restlichen 51 "groBen" Zahlen G := {50, 51, 52, 53, ..., 100} bezeichnen wir als grosB.
Nebenstehende Figur zeigt den von den Ecken und Kanten des Prismas erzeugten Graphen, wobei
die im folgenden Text hergeleitete Verteilung der groBen und kleine Ecken durch groBe bzw. kleine
Markierungen angezeigt wird. (Um die Figur Ubersichtlich zu halten, wurde anstelle eines 50—-Ecks ein
24—Eck als Grund- und Deckflache gezeichnet; die getroffenen Aussagen gelten in gleicher Weise, da
in der Argumentation nur darauf Bezug genommen wird, dass 24 bzw. 50 beide gerade Zahlen sind.)

Offensichtlich ist die Differenz zweier Nummern aus K
stets kleiner als 49; aus der Annahme folgt damit, dass es
keine benachbarten Ecken gibt, die beide klein sind.

Jede Ecke des Prismas ist entweder Ecke der 50—eckigen
Deckflache oder Ecke der 50—eckigen Bodenflache. Eine
dieser beiden Flachen enthdlt mindestens die Halfte der
kleinen Ecken, 0.B.d.A. sei dies die Deckflache (in
nebenstehendem Graph die innere Flache). Da es 49
kleine Ecken gibt, hat die Deckflaiche mindestens

{%1 = 25 Kkleine Ecken; und da keine zwei

benachbarten Ecken klein sein kdénnen und 50 eine
gerade Zahl ist, sind die 50 Ecken der Deckflache
abwechselnd klein und grofB3. Die Deckflache enthalt somit
genau 25 kleine Ecken, die Grundflaiche demnach
49 — 25 = 24 kleine Ecken.

Nun ist jede der 50 Ecken der Grundflache (also der Ecken auf dem auBeren Kreis) mit genau einer
Ecke der Deckflache tber eine Kante verbunden, und zwar abwechselnd mit einer groBen und einer
kleinen Ecke. Diejenigen 25 Ecken der Grundflache, die Nachbarn einer kleinen Ecke der Deckflache
sind, kénnen keine kleinen Ecken sein. Also sind von den 25 Ecken der Grundflache, die mit groBen
Ecken der Deckflache verbunden, sind, genau 24 kleine Ecken. Damit gibt es in der Grundflache
ebenfalls abwechselnd kleine und groBe Ecken mit einer Ausnahme, bei der drei aufeinander folgende
Ecken groB sind (in der Figur unten im &uBeren Kreis). Die mittlere von diesen drei groBen Ecken ist
zu keiner kleinen Ecke benachbart, alle anderen groBen Ecken des Prismas sind Nachbarn von
mindestens 2 kleinen Ecken. Es gibt im Prisma also keine groBe Ecke, die zu genau einer kleinen
Ecke und zwei groBen Ecken benachbart ist.
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Die Ecke mit der Nummer 50 misste aber eben diese Eigenschaft haben, da sie eine groe Ecke ist,
die — wie man leicht nachrechnet — keine anderen Nachbarn als die kleine Ecke 1 und die groBen
Ecken 99 und 100 haben kann. Damit ist der gewlinschte Widerspruch erzielt.

2. Beweis (durch Widerspruch): Zunachst stellen wir fest, dass jede Ecke des Prismas mit genau 3
anderen Ecken Uber eine Kante verbunden ist und dass zwei Kanten des Prismas, die von der
gleichen Ecke ausgehen, entweder beide Kanten des gleichen Vierecks ("Mantelflache") sind oder
beide Kanten des gleichen 50-Ecks ("Grund— oder Deckflache")
sind.

Wir nehmen nun an, es gebe eine Nummerierung, bei der sich bei
keinen benachbarten Ecken die Nummern um hdchstens 48 unter-
scheiden, d.h. wir nehmen an, dass es eine Nummerierung gibt,
bei der sich die Nummern benachbarter Ecken immer um
mindestens 49 unterscheiden.

Wir zerlegen die Menge {1, 2, 3, ..., 100} in die Teilmenge der
"kleinen" Zahlen K := {1, 2, ..., 49}, die Teilmenge der "groBen"
Zahlen G = {51, 52, ..., 100} und die Restmenge {50}.

Nun betrachten wir die Ecke mit der Nummer 50. lhre drei
Nachbarecken tragen die Nummern 1, 99 und 100, weil diese drei
Zahlen die einzigen Zahlen aus der Menge 100
{1,2,38, .., 49, 51, .., 99,100} sind, die sich von 50 um
mindestens 49 unterscheiden.

Von dieser Ecke 50 gehen genau drei Kanten aus; je zwei dieser drei Kanten gehéren zu genau einer
der Seitenflaichen des Prismas. Wir betrachten diejenige Seitenflache, die durch die beiden Kanten
1-50 und 50-99 bestimmt ist. Diese Flache hat in jedem Fall eine gerade Anzahl von
Begrenzungskanten und auch eine gerade Anzahl von Ecken (ndmlich 50, wenn es eine Grund- oder
Deckflache ist, und 4, wenn es eine Mantelflache ist). Zwischen den Ecken mit der Nummer 1 und 99
gibt es in der einen Richtung genau eine Ecke (namlich die Ecke mit der Nummer 50), in der anderen
entsprechend der Unterscheidung in zwei Félle von oben entweder 50-2-1= 47 oder
4-2-1 =1 Ecken; dies ist in beiden Fallen eine ungerade Zahl. Weil die Ecke mit der Nummer
100 sicher nicht Ecke dieses Kantenzuges ist, hat jede dieser Ecken eine Nummer aus K oder aus
G\ {100}.

Nun ist aber die Differenz zweier beliebiger Zahlen aus K sicher kleiner als 49, ebenso die Differenz
zweier beliebiger Zahlen aus G\ {100}. Hieraus folgt, dass die Nummerierungen abwechselnd mit
einer Zahl aus K und einer Zahl aus G\ {100} erfolgen muss. Da 1 aus der Menge K und 99 aus der
Menge G ist, kann dies aber nur dann geschehen, wenn sich zwischen der Ecke 1 und der Ecke 99
eine gerade Anzahl von Ecken befindet. Dies ist aber nicht der Fall und somit ist der gewlinschte
Widerspruch gezeigt.

3. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gebe eine Nummerierung, bei der sich die
Nummern benachbarter Ecken immer um mindestens 49 unterscheiden.

Wir betrachten die Ecken mit der Nummer 49 und 50. Wie man leicht nachrechnet, kann man fir die
drei Nachbarecken von 49 nur eine der Nummern 98, 99 und 100 wahlen, fiir die Nachbarecken von
50 nur eine der Nummern 1, 99 und 100. Da die Ecken 49 und 50 jeweils 3 Nachbarecken haben,
missen jeweils diese drei Nummern auch auf diese Nachbarecken verteilt werden. Umgekehrt heiBt
dies, dass die Ecke 100 zwei Nachbarecken mit den Nummern 50 und 49 hat, ebenso die Ecke 99.
Hieraus folgt wiederum, dass das Prisma eine Seitenflache hat, die ein Viereck ist, dessen Ecken die
Nummern 50 — 99 — 49 — 100 haben, und zwar in dieser Reihenfolge. Zusatzlich folgt, dass die dritte
Nachbarecke der Ecke 50 die Nummer 1 hat, und die dritte Nachbarecke der Ecke 49 die Nummer 98
(vgl. Diagramm im Obern&chsten Abschnitt).

Nun betrachten wir die dritte Nachbarecke zu 100, ihre Nummer sei X, und die dritte Nachbarecke zu
99 habe die Nummer Y. Somit haben wir eine von zwei mdglichen Konfigurationen, je nachdem die
Kante 100 — 50 eine Mantellinie oder eine Kante der Deckflache ist:
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Fall1: —-X-100- 49 —98 - oder Fall 2: - 98- 49- 99 -Y -

I I I
-1 -50- 99 - Y- -X-100- 50 - 1 -

Nach Annahme gilt 100 — X 249, also X £51; und da X sicher verschieden von 50 ist, sogar schéarfer
X'£49 oder X = 51. Fir die dritte Nachbarecke zur Ecke 99 gilt mit entsprechender Argumentation
Y <£49.

Fall 1: Die Kante 100-50 gehdrt nicht zu einer Deckflache, d.h. ist Mantellinie. Dann bildet der
Kantenzug X — 100 -50 -1 ein Viereck, d.h. die Ecke X ist benachbart zur Ecke 1 und es folgt
X—-1 249, zusammen mit obiger Bemerkung folgt X = 51. Nun sind die Ecken
X —100 - 49 - 98 aufeinander folgende Ecken der Deckflache, d.h. eines 50 — Ecks, wobei die erste
und die vierte Ecke Nummern haben, die gréBer als 50 sind. Nun Uberlegen wir, welche Nummern die
5., 6., ... Ecke haben kénnen: Die Nummern 50 und 100 sind bereits vergeben und die Differenz der
Nummern von aufeinander folgenden Ecken muss mindestens 49 betragen. Also muss auf eine
Nummer aus dem Intervall [51;99] stets eine Nummer aus dem Intervall [1;49] folgen und umgekehrt.
Ausgehend von der 4. Ecke mit der Nummer 98 haben demnach die 5. Ecke, die 7. Ecke, ..., die 99.
Ecke eine Nummer aus dem Intervall [1;49], und die 6. Ecke, 8. Ecke, ..., 100. Ecke eine Nummer aus
dem Intervall [51;99]. Dies fuhrt aber zu dem Widerspruch, dass die 1. Ecke mit der Nummer 51 eine
Nachbarecke hat, deren Nummer aus dem Intervall [51;99] ist, d.h. sich von der eigenen Nummer um
weniger als 49 unterscheidet.

Fall 2: Die Kante 100 — 50 gehért zu einer Deckflache. Dann ist die Kante 50 — 99 eine Mantellinie,
d.h. der Kantenzug 1 -50-99 - Y bildet ein Viereck, in dem die Ecke Y benachbart zur 1 und
benachbart zur 99 ist. Nach Annahme ist demnach Y — 1 = 49, was im Widerspruch zu Y < 49 steht.

Variante: Wir nehmen an, es gebe eine Nummerierung, bei der sich die Nummern benachbarter
Ecken immer um mindestens 49 unterscheiden. Nun schreiben wir in eine Tabelle, welche Nummern
die Nachbarecken jeder Ecke unter dieser Voraussetzung haben kénnen, ein Ausschnitt davon ist
unten angegeben (und die Richtigkeit durch Kopfrechnen leicht Gberpriifbar):

Nr. mogliche Nachbarecken-Nr.

48 97 98 99 | 100
49 98 99 | 100
50 1 99 | 100
51 1 2 100
52 1 2 3

53 1 2 3 4

54 1 2 3 4 5

Wie man der Tabelle entnimmt, gibt es fir die Nummern der Nachbarecken 49, 50, 51 und 52 jeweils
genau drei Mdglichkeiten. Weil jede Ecke genau drei Nachbarn hat, sind damit die Nummern der
Nachbarecken dieser vier Ecken eindeutig festgelegt. Umgekehrt weiB man nun auch, dass die Ecken
1 und 2 beide die Nachbarn 51 und 52 haben, d.h. dass es ein Viereck gibt, dessen Ecken die
Nummern 51-1-52-2 in dieser Reihenfolge haben. Mit analoger Argumentation haben die Ecken 51
und 50 beide die Nachbarn 1 und 100, d.h. es gibt auch ein Viereck mit den Ecken 51-1-50-100;
weiter haben die Ecken 100 und 99 die gemeinsamen Nachbarn 49 und 50. Somit sind drei
aufeinander folgende Mantelflachen des Prismas folgendermaBen (oder spiegelbildlich) festgelegt (die
Abfolge der kursiv gesetzten Nummern wird weiter unten erklart):

- 96 - 47 - 98 -49 -100-51 - 2 — 53 — 4 — 55—

| | | I I [
- 46 - 97 - 48-99 - 50 -1 -52 - 3 - 54 — 5
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Die Annahme des Widerspruchsbeweises legt also die relative Lage der Ecken mit den Nummern
49 bis 52 sowie 1, 2, 99 und 100 bereits fest.

Nun arbeiten wir die Tabelle weiter ab und Uberlegen, welche Nachbarn die Ecke 53 haben kann: Es
sind dies nur noch die Ecken 2, 3 und 4, weil die Ecke 1 bereits Nachbar von 50, 51 und 52 sein
muss. Damit haben die Ecken 52 und 53 die gemeinsamen Nachbarn 2 und 3; d.h. die einzig
mogliche Fortsetzung unseres Numerierungsschemas ist ein Viereck 2-52—-3-53.

Die Ecke 2 hat nun die Nachbarn 51, 52 und 53; damit kann die Ecke 54 nicht mehr den Nachbarn 2
haben, also nur noch die Ecken 3, 4 und 5. Analoge Argumentation fiihrt unser Schema nach rechts
fort: oben die ungeraden Nummern 51, 53, 55, 57, ... und dazwischen die geraden Nummern 2, 4, 6,
...; d.h. die (2i)-te Ecke nach der Ecke 100 hat die Nummer 2i (i=1, 2, ..., 24) (Dass unten die
geraden Nummern 50, 52, 54, ... und dazwischen die ungeraden Nummern 1, 3, 5, ... stehen, ist zwar
richtig, aber fir den Beweis unerheblich.).

Auf der linken Seite kdnnen wir unter Verwendung der Tabelle analog fortsetzen: Die Ecke 100 kann
nicht Nachbar der Ecke 48 sein, da bereits Nachbar von 49, 50 und 51; fir 48 bleiben als mégliche
Nachbarn also nur 97, 98 und 99. Also haben die Ecken 98 und 99 die Ecken 48 und 49 als
gemeinsame Nachbarn, also hat das nachste Mantelflachenviereck die Ecken 99-49-98-48. Somit
fihrt unsere Argumentation das Schema nach links folgendermaBen fort: oben sind die geraden
Nummern 98, 96, 94, ... ; d.h. die (2i)-te Ecke links von der Ecke 100 hat die Nummer 100 — 2i und
dazwischen die ungeraden Nummern 49, 47, 45, ... (Unten stehen die ungeraden Nummern 99, 97,
95, ...; und dazwischen die geraden Nummern 48, 46, 44, ...).

Dies fuhrt nun zu folgendem Widerspruch: Da sich die Reihe der Ecken schlieBt, ist die zweite Ecke
links von der 100 gleichzeitig die 48. Ecke rechts von der 100, misste also gleichzeitig die Nummer
98 und 48 haben.



BWM 2014 | Lésungsbeispiele B

A

Aufgabe 3: Gegeben sind die Eckpunkte eines regelmaBigen Sechsecks, dessen Seiten die Lange 1
haben. Konstruiere hieraus allein mit dem Lineal weitere Punkte mit dem Ziel, dass es unter den

vorgegebenen und konstruierten Punkten zwei solche gibt, die den Abstand 7 haben.

Anmerkungen: "Konstruiere hieraus allein mit dem Lineal..." bedeutet: Neu konstruierte Punkte entstehen nur als Schnitt von
Verbindungsgeraden zweier Punkte, die gegeben oder schon konstruiert sind. Insbesondere kann mit dem Lineal keine Lange
gemessen werden.

Die Konstruktion ist zu beschreiben und ihre Richtigkeit zu beweisen.

Bezeichnungen: Die Eckpunkte des regelméaBigen
Sechsecks seien der Reihe nach z.B. gegen den
Uhrzeigersinn mit A;, A,, ..., A bezeichnet.

Beschreibung méglicher Konstruktionen:

Konstruktion 1: Wir schneiden die Geraden A;A; und
AsA; und erhalten so den Punkt B. Dann hat die Strecke
AsB die Lange /7 .

Konstruktion 2: Wir schneiden die Geraden A;A, und
AsAs und erhalten so den Punkt C. Dann hat die Strecke
A,C die die Lange /7 .

Konstruktion 3: Wir schneiden die Geraden AzAg und
AA, und erhalten so den Hilfspunkt H; danach

schneiden wir die Geraden AzA; und AsH und erhalten so den Punkt D. Dann hat die Strecke AsD die
Lange J7. (Der Punkt B aus Konstruktion 1 ist identisch mit Punkt D.)

Beweise fir die Richtigkeit der Konstruktionen:

Konstruktion 1: Bekanntlich hat das regelméBige Sechseck Innenwinkel der Weite 120°; ferner teilen
die Diagonalen A;A4, A2As und AzAgs das Sechseck in 6 gleichseitige Dreiecke auf, deren Seitenlange

1 und deren Héhe 1+/3 ist (z.B. ist auch die Strecke H,As, d.h. das Lot von As auf die Gerade AsA;
eine solche Hohe). Jede Nebendiagonale des Sechsecks (also z.B. die Strecke A;As) setzt sich aus
zwei solchen Héhen zusammen, hat also die Lange /3 . Die Innenwinkel des Dreiecks A-BA; bei Ay
und bei A; sind Nebenwinkel zu Innenwinkeln des Sechsecks, haben also die Weite
180°-120° = 60°, damit ist das Dreieck A,BA; ebenfalls gleichseitig mit Seitenldnge 1. Ferner ist
das Dreieck AsA¢A; gleichschenklig mit Basis AsA; und Spitzenwinkel 120°, hat also den Basiswinkel
(180°-120° :2 = 30° also schlieBt die Nebendiagonale A;As mit der Seite A;A; den Winkel

120°-30° = 90°ein. Damit ist die Strecke AsB eine Seite in mehreren Dreiecken, von denen jeweils
zwei Seiten und ein Winkel bekannt sind, ihre Lange kann also berechnet werden:

1. Mdglichkeit: Das Dreieck AsA{B ist rechtwinklig bei A;, seine Katheten haben die Langen
AA, = V3, AB = 2;nach Pythagoras ist A,B = (\/5)2+22 = 7.

2. Méoglichkeit: H, sei der LotfuBpunkt des Lotes von As auf die Gerade AzA;. Dann ist AsB
Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck AsH,B; dessen Katheten haben die Langen A;H, = 1+3 und

2
H,B = 2,5. Nach Pythagoras ist A_B = (?J +2,5° = 7.

3. Mdglichkeit: Hy sei der Mittelpunkt des Strecke AsAs. Dann ist H{B die Mittelsenkrechte der Strecke
AsAs und damit Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck AsH:B; dieses hat Katheten der Lange

2 2
AH, = 05und HB = 2+/3.Nach Pythagoras ist A,B = J[%j +(%«/§j = 7.

10
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4. Méoglichkeit: Im Dreieck AsA,B ist AA, =1, A_4I3 =2 und der eingeschlossene Winkel
ZAsAB =120°% nach Cos-Satz ist A,B? = 1% +2°-2.1.2.c05(120°) = 1+ 4-4.(-0,5) = 7, also
AB = 7.

Konstruktion 2: Die Strecke AsA, der Lange 2 geht aus Strecke A;B der Lange 1 durch zentrische

Streckung (C;2) hervor. Hieraus folgt, dass das Viereck AsBCA, Diagonalen hat, die sich gegenseitig
halbieren; es ist somit ein Parallelogramm. Also haben die Strecken AsB und A,C die gleiche Lange.

Konstruktion 3: Aus Symmetriegriinden halbiert H die Strecke A,A4. Die Strecke A,D ist parallel zu
AsA, und damit deren Bild bei der Punkispiegelung an H. AuBerdem ist das Dreieck AsA4H

rechtwinklig bei A4, alsoist A,.D = 2-A,

T
1]
N

Bemerkung (Hinfiihrung zu einer vollstdéndigen Beschreibung aller mdglichen
Konstruktionen): Beweisvarianten 1 bis 3 ist gemeinsam, dass wir ein Paar
rationaler Zahlen (r|s) gefunden haben, fiir das *+3s° = 7. Wir geben ein
Verfahren zur Bestimmung aller mdglichen solcher Paare an und zeigen, dass

jedes solche Paar zu einer Konstruktion von Punkten mit Abstand \/7 fahrt.

Zur leichteren Beschreibung legen wir ein Achsenkreuz so auf die Ebene, dass As
der Ursprung, die Gerade AsA, die x — Achse und die Senkrechte dazu durch As
die y — Achse ist. Dann hat der Punkt As die Koordinaten (0|0 ), der Punkt Az

(2]0), der Punkt A4(% | %ﬁ ), der Punkt Ag (% | %ﬁ ) usw.

In nebenstehender Skizze sind nun aus den vorgegebenen Punkten A4, Ay, ..., As
etliche Punkte mit Lineal konstruiert: mit Ky sind solche Punkte bezeichnet, die
man direkt aus den gegebenen Punkten A1, Ao, ..., As konstruieren kann, mit K> solche Punkte, die man aus den
geg. Punkten und Punkien K; konstruieren kann usw. In der Figur kann man so nachvollziehen, wie aus den
Eckpunkten des urspriinglich gegebenen Sechsecks die Teilpunkte auf der Diagonalen A2As konstruiert werden

1
und wie anschlieBend alle Punkte der um 0,5 nach rechts oder um E\/g nach oben verschobenen Figur
konstruiert werden; durch Wiederholung und Spiegelung dieses Vorgangs erhalt man dann alle Punkte der Form (

1 1
E r| sE\/g) mit (r,s) € Z2, d.h. alle Punkte des hexagonalen Gitters zusammen mit den Mittelpunkten der zur

x—Achse parallelen Strecken.
Betrachtet man nun alle méglichen Verbindungsgeraden zwischen zwei solchen Punkten, so zeigt "einfache"

Rechnung", dass deren Schnittpunkte alle von der Form ( r | s/3 ) mit (r,s) e Q sind und dass umgekehrt alle
Punkte dieser Form Schnittpunkte von mindestens zwei verschiedenen solcher Geraden sind (weil jede

Verbindungsgerade eines solchen Punktes z.B. mit dem Punkt (0|0) oder (1|0) oder (O|\/§) unendlich viele
Punkte der Form ( r | s\/§ ) mit (r,s) € 7?2 enthalt.)

Nun suchen wir unter solchen Punkten Paare mit der Entfernung J7 . Jede Parallelverschiebung mit einem
Vektor (S\?gj mit (r,s) € Q? bildet die Menge der konstruierbaren Punkte auf sich selbst ab, sodass wir 0.B.d.A.

annehmen kénnen, dass einer der beiden Punkte der Ursprung ist. Es bleibt also die Suche nach einem solchen

Punkt, der vom Ursprung die Entfernung J7 hat, d.h. die Suche nach einem rationalen Punkt (r,s) (d.h. einem
Punkt, bei dem beide Koordinaten rational sind) auf der Kurve x* + 3y° = 7. Aus Symmetriegriinden kdnnen wir
uns auf den Teil der Kurve im 1. Quadranten beschranken.

Bei dieser Suche gehen wir von einem bekannten rationalen Punkt A der Kurve im 3. Quadranten aus, z.B.
(=2|-1). FUr jeden rationalen Punkt B auf der Kurve im 1. Quadranten hat die Verbindungsgerade AB rationale
Steigung, und umgekehrt schneidet jede Gerade durch A mit rationaler Steigung die Kurve in einem rationalen
Punkt. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass die Bestimmungsgleichung fir die x—Koordinate méglicher
Schnittpunkte eine quadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist, deren eine Lésung die rationale Zahl
—2 ist und deren zweite L6sung deswegen ebenfalls rational sein muss. Wenn nun die x—Koordinate rational ist,

11
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dann ist auch die y—Koordinate rational, da der Punkt auf einer Geraden liegt, deren Funktionsterm ein linearer

Term mit rationalen Koeffizienten ist. Jede rationale Zahl £ (pe Z,qe N)-als Steigung einer Gerade durch
q

A gedeutet — bestimmt also eindeutig einen rationalen Punkt B auf der Kurve, und umgekehrt bestimmt jeder
rationale Punkt B auf der Kurve im 1. Quadranten eindeutig eine rationale Zahl, die Steigung der Verbindungs-
geraden AB ist. Die Beschrankung auf Punkte im ersten Quadranten entspricht der Einschréankung

]
J7+2

Die x—Koordinate jedes Schnittpunktes ist eine Losung der

2
Gleichung x2+3(£(x+2)—1] = 7; dies fuhrt nach
q

kleiner Rechnerei zu den Schnittpunkten

\/§+1
= 1,26376... .

0,21525... =
2

<2
q

©1sqri(i3) L

T sqi(7)10)

(x1]y1) = (-2|-1) (wie erwartet) und

—6p2+6pq+2q2 3p2+4pq—q2
3p°+4° 3p°+4°

(x2ly2) = (

Setzt man nun alle zugelassenen Werte p, ¢ ein, so erhalt man alle mdglichen rationalen Punkte. Fiir einige
Beispiele wahlen wir einfache Werte, z.B. p =1, g € {1, 2, 3,}; dies fuhrt zu den Punkten (0,5[1 ,5\/5) (entspricht
Punkt B mit Berechnung aus Dreieck AsH1B), (2|1 \/5) (entspricht Punkt B mit Berechnung aus Dreieck AsA1B),
(2,5|O,5\/§) (entspricht Punkt B mit Berechnung aus Dreieck AsH2B). Weitere Werte fihren zu Brichen mit

relativ groBen Nennern, z.B. ('%|%~/3) und (3| 's~/3). Hieraus konkrete Konstruktionen zu
beschreiben sei dem Leser Uberlassen.

12
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Aufgabe 4: FlUr welche positiven ganzen Zahlen n besitzt die Zahl _An+l eine abbrechende

n(2n—1)

Dezimalbruchentwicklung?

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Antwort: Der Bruch besitzt fir ne {1, 2, 8} eine abbrechende Dezimalbruchentwicklung; fir alle
anderen n eine periodische Dezimalbruchentwicklung.

Vorbemerkung: Bekanntlich ist jeder gemeinsame Teiler der ganzen Zahlen a und b fiir alle ganz-
zahligen r,s auch Teiler der Zahl ra — sb ; dies gilt insbesondere fur den ggT(a,b). Aus der Existenz
von ganzen Zahlen r,s mit ra—sb = 1 folgt also, dass ggT(a,b) = 1.

1. Beweis: Vor dem eigentlichen Beweis Uberlegen wir uns, wie weit wir den gegebenen Bruch kirzen
kdnnen. Hierzu bestimmen wir den gréBten gemeinsamen Teiler von Z&hler und Nenner.

Es ist 1:(4n+1)—4n = 1, also ist ggT(4n+1;n) = 1; ferner 1-(4n+1)-2-(2n—-1) = 3, also ist
g9T(4n +1,2n — 1) ein Teiler von 3, also ggT(4n + 1, 2n—1) € {1, 3}. Hieraus folgt sofort:

Falls der Zahler 4n + 1 nicht durch 3 teilbar ist (dies ist &quivalent mit der Bedingung, dass n + 1 nicht
durch 3 teilbar ist), ist (9gT( 4n+1 ; n(2n — 1)) = 1, d.h. der Bruch l&sst sich nicht kirzen.

Andernfalls, d.h. wenn 4n+1 und damit auch n+1 durch 3 teilbar ist, dann ist auch
(2n—1) =2(m+1)—-3 durch drei teilbar. Weil dann zusatzlich » nicht durch 3 teilbar ist, ist
(99T ( 4n+1 ;n(2n - 1)) = 3, d.h. man kann den Bruch genau einmal mit 3 kirzen.

Nun zum eigentlichen Beweis:

Teil 1: Die Bedingung ist hinreichend: Sei n € {1,2,8}. Dann erhalten wir die abbrechenden
Dezimalbriiche /=5, s = 1,5 und **/;5 = 0,275.

Teil 2: Die Bedingung ist notwendig: Sei die Dezimalbruchentwicklung des gegebenen Bruches
abbrechend, es ist dann zu zeigen, dass n € {1, 2, 8}. Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: n + 1 ist durch drei teilbar, d.h. n = 3m — 1 fUr ein geeignetes ganzzahliges positives m: Nach
oben Gesagtem kann man den Bruch einmal mit Faktor 3 kiirzen; und da er nach Annahme
eine abbrechende Dezimalbruchentwicklung besitzt, enthalt der Nenner des gegebenen
Bruches sonst nur noch die Primfaktoren 2 oder 5, es gibt also geeignete ganzzahlige
nicht-negative a und » mit

3.2¢.5" n2n-1) = Bm-1)2Bm-1)-1) = (83m—1)(6m - 3)
(Bm—1)3(2m—-1)

und somit

2.5 = Bm-1)2m-1) (*).
Nun ist 2(3m — 1) —3(2m — 1) = 1; hieraus folgt, dass ggT((3m —1),(2m - 1)) =1, d.h. keine
Primzahl kann Teiler von beiden Faktoren des Produkts (3m — 1)(2m — 1) sein. Somit gilt:

Entweder hat einer der beiden Faktoren im Produkt (3m — 1)(2m — 1) den Wert 1;
dies ist nur fir m = 1 der Fall, was zun = 3m—1= 2 flhrt;

oder beide der Faktoren im Produkt (3m — 1)(2m — 1) sind verschieden von 1,
dann ist, weil 2m — 1 sicher ungerade und gréBer als 1 ist,
2°=3m—-1 und 5°=2m -1 fiir geeignete positive (!) ganzzahlige a,b .

Nun rufen wir uns in Erinnerung, dass 2(3m—1)-3(2m—1) = 1, also 22°-3-5" = 1 und
somit

2*7-1 = 35",

Die rechte Seite ist also durch 3 teilbar, dies muss dann auch fir die linke Seite gelten. Da
2 = -1 mod 3, ist dies nur dann der Fall, wenn a + 1 gerade ist; dies lasst eine Faktorisierung
der linken Seite zu, es ist also mit positivem ganzzahligem ¢ = '/5(a+1)

(2°+1)(2°-1) = 35",
13




BWM 2014 | Lésungsbeispiele B

A

Weil ¢ positiv ist, sind die beiden Faktoren links beide ungerade und ihre Differenz ist 2, sie sind
also teilerfremd und hdchstens einer kann einen Faktor 5 enthalten. Damit ist der andere
entweder 1 oder 3 und somitce {1, 2}, alsoa = 2¢c-1 € {1,3}, alsom = ‘/3(2“ +1) e {1,3},
alson = 3m—-1 e {2, 8}.

Fall 2: n+ 1 ist nicht durch 3 teilbar. Nach oben Gesagtem kann man den gegebenen Bruch nicht
kirzen, und da nach Annahme die Dezimalbruchentwicklung abbrechend ist, enthalt der
Nenner nur Primfaktoren 2 oder 5. Damit ist fUr geeignete ganzzahlige nicht—-negative a,b

2°.5" = n(2n-1)

Fall1: Mindestens einer der Faktoren des Produktes n(2n — 1) hat den Wert 1: Dies fiihrt bei .
beiden Faktoren zur Bedingungn = 1.

Fall 2: Beide Faktoren des Produktes n(2n — 1) sind verschieden von 1: Dieser Fall kann nicht
eintreten. Es sind namlich — weil 2-n — (2n - 1) = 1 — die beiden Faktoren teilerfremd, es kann
also keiner sowohl den Faktor 2 als auch den Faktor 5 enthalten. Ferner ist der Faktor
2n—-1>1 und ungerade, also sicher keine Zweierpotenz. Es gilt also flr geeignete, jetzt
positive a,b stets n = 2° und 5 = 2n—1 = 2.2°—1 = —1 mod 4. Im Widerspruch hierzu
folgt aber aus 5 = 1 mod 4 stets 5° = 1 mod 4.

Damit ist gezeigt, dass in jedem Fall n € {1, 2, 8}; dies beendet den Beweis.

2. Beweis: Bekanntlich hat ein Bruch ganzer Zahlen genau dann eine abbrechende Dezimalbruchent-
wicklung, wenn der Nenner des geklrzten Bruches keinen Primfaktor enthalt, der von 2 und 5
verschieden ist. Wir (berlegen deswegen zundchst, wie der Bruch gekirzt werden kann und welche
Primfaktoren im Nenner danach (ibrig bleiben.

Es ist 1-(4n+1)—-4-n = 1, also haben die Terme 4n +1 und n keinen gemeinsamen Primfaktor;
ferner ist 1-(4n + 1) —2-(2n - 1) = 3, d.h. wenn die Primfaktorzerlegungen eines der beiden Terme
4n + 1 und 2n — 1 den Primfaktor 3 enthalt, dann enthélt der andere Term ebenfalls den Primfaktor 3;
zusétzlich weiB man, dass einer der beiden Terme den Faktor 3 héchstens ein Mal enthélt.

Hat nun n einen von 5 verschiedenen ungeraden Primfaktor, so kommt dieser nach oben Gesagtem in
4n + 1 nicht vor, kann also nicht gekiirzt werden. Und wenn »n einen Primfaktor 5 hat, so hat 2n — 1 die
Endziffer 9, enthalt also keinen Primfaktor 5; und da 2n—1 = 9 > 3, enthélt 2n — 1 stattdessen einen
anderen ungeraden Primfaktor, der nach der Eingangsbemerkung nicht gekirzt werden kann, oder
den Primfaktor 3 ein zweites Mal; dieser kann ebenfalls nicht geklrzt werden. Ein ungerader
Primfaktor von » fihrt also in jedem Fall dazu, dass der Nenner des gekiirzten Bruches einen von 2
und 5 verschiedenen Primfaktor enthalt. Aus unseren bisherigen Uberlegungen folgt demnach:

Der gegebene Bruch hat genau dann eine abbrechende Dezimalbruchentwicklung, wenn n = 2* und
2n—1= 35" fir geeignete d € {0;1} und nicht-negative ganzzahlige k,m ist. Also genligt es, den
Bruch fir alle n = 2* zu untersuchen:

Firk = Oerhaltenwir n=1 und 2n—-1 = 30-50;
firk = 1ist n = 2 und 22— 1= 3'5
also hatfirn = 1undn = 2 der gegebene Bruch eine abbrechende Dezimalbruchentwicklung.

Wie man leicht im Kopf nachrechnet, hat fir k>2 der Term ok periodisch die Endziffern 8, 6, 2, 4,
und damit der Term 2n — 1 periodisch die Endziffern 5, 1, 3 und 7. Da fir k> 0 der Term 2n — 1 nur
dann von der Form 3%5" sein kann, wenn die Endziffer 5 ist, genugt es, diejenigen k zu untersuchen,
fir die die Endziffer von 2" den Wert 8 hat; dies ist der Fall fir alle ¥ = —1 mod 4.

In diesem Fall ist dann 2n—1 = 22— 1 = 2"*%" 1 = (4= 1).(4* + 1) = 3%5" fir ein geeignetes
positives ganzzahliges s. Die Differenz der beiden Faktoren (4° - 1) und-(4' + 1) ist 2; d.h. wenn einer
der beiden Faktoren sowohl den Primfaktor 3 als auch den Primfaktor 5 enthielte, mlsste der andere
— da gréBer als 1 und ungerade — einen von 3 und 5 verschiedenen Primfaktor enthalten. Somit
kommt nur (4°—1) € {1,3} oder (4°+1) € {1, 3} in Frage; tatsachlich ist fir und nur fir s=1 der
Term2n—1 = (4' —1)-(4' +1) = 35" von der gesuchten Form. Damitist n = 2° = 8 der einzige
Wert im Fall k > 2, fir den der Bruch eine abbrechende Dezimalbruchentwicklung besitzt.
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