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Aufgabe 1: Ein Rechteck mit Seitenldgen a und b wird in a-b Einheitsquadrate aufgeteilt (a,b sind
positive ganze Zahlen, beide gerade).

Anja und Bernd farben nun abwechselnd jeweils ein Quadrat, das aus einem oder mehreren bislang
noch ungefarbten Einheitsquadraten dieses Rechtecks besteht. Wer nicht mehr farben kann, hat
verloren. Anja beginnt.

Bestimme alle Paare (a,b), fiir die sie den Gewinn erzwingen kann.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Ergebnis: Anja kann in jedem Fall gewinnen.

1.Beweis: Es sei 0.B.d.A. a < b (fir den Fall a > b vertauschen wir im Beweis die Bezeichnungen a
und b). Wir legen Uber das Rechteck ein rechtwinkliges Achsenkreuz, sodass die x—Achse die
Mittelsenkrechte der Seiten mit Lange « ist, die y—-Achse die Mittelsenkrechte der Seite mit Lange b.
Die beiden Achsen sind dann Symmetrieachsen fiir das Rechteck, die Gitterlinien bestimmen dann die
Grenzen der Einheitsquadrate, und die Ecken des Rechtecks haben so die Koordinaten ( 7/, | £/ );
und weil a und b beide gerade sind, sind beide Koordinaten ganzzahlig.

Ein mégliche Gewinnstrategie fir Anja ist nun:

(b21ar2)

Farbe im ersten Zug das Quadrat mit den Ecken [ 1] [ 1]
(', | ¥/, ). Beantworte jede Farbung von Bernd 2
mit der Farbung des Quadrates, das achsen- Lo ol
symmetrisch bezlglich der y-Achse liegt.

Nachweis, dass diese Strategie madglich ist und zum
Erfolg fuhrt: Der erste Zug ist immer mdglich, weil a < b
und ”/, ganzzahlig ist, das genannte Quadrat vollstandig
im vorgegebenen Rechteck liegt und es beim ersten Zug
noch keine geférbten Einheitsquadrate gibt.

Wenn nun a = b, dann ist das Spiel beendet und Anja hat gewonnen. Wenn a < b, dann hat Anja eine
Figur hergestellt, die in Form und Farbung symmetrisch bezlglich der y-Achse ist und gleichzeitig in
zwei getrennte, symmetrisch zur Achse liegende Bereiche aufgeteilt ist derart, dass jeweils nur in
einem Bereich gefarbt werden kann. Jeder Zug von Bernd muss nun diese Symmetrie zerstéren: Es
git kein ungefarbtes einzelnes Einheitsquadrat, das symmetrisch bez. der y-Achse liegt, und wirde er
zwei Einheitsquadrate farben, die symmetrisch bez. der Symmetrieachse liegen, dann enthielte das
Quadrat, das Bernd farbt, auch die Mitte zwischen diesen beiden Einheitsquadraten, d.h. ein
Einheitsquadrat benachbart zur y—Achse, das aber Anja im ersten Zug geférbt hat. Aber Anja kann
nun diese Symmetrie durch Farbung des entsprechenden, symmetrisch liegenden Quadrates wieder
herstellen. Da die Schlussposition, ndmlich "alle Einheitsquadrate sind geférbt", symmetrisch bez. der
y—Achse ist und mit jedem Zug die Anzahl der ungefarbten Einheitsquadrate um mindestens 1
abnimmt, gewinnt nach endlich vielen Ziigen tatsachlich Anja.

Bemerkung: In obigem Beweis kann man bei geringfigiger Uménderung der Argumentation die
Begriffe "achsensymmetrisch bez. y-Achse" ersetzen durch "punktsymmetrisch bez. des Ursprungs".
So erhélt man eine Beweisflihrung, die eine scharfere Aussage ermdglicht:

2. Beweis: Uber Aussage in der Aufgabenstellung hinaus zeigen wir, dass Anja immer gewinnen
kann, wenn « und b von gleicher Paritat sind; dies schlieBt den Fall, dass a und b beide gerade sind,
ein.

Der Schnittpunkt der beiden Diagonalen des Rechtecks — er sei M benannt — ist dann entweder
gemeinsamer Eckpunkt von vier Einheitsquadraten (ndmlich wenn a und » beide gerade und damit
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insbesondere beide gréBer als 1 sind), oder Mittelpunkt eines Einheitsquadrates (namlich wenn a und
b beide ungerade sind).

Eine mogliche Gewinnstrategie von Anja ist nun:

Farbe als erstes ein Quadrat, das als Mittelpunkt ebenfalls diesen Schnittpunkt hat. Beantworte
jede Farbung von Bernd durch Féarbung desjenigen Quadrates, das punkisymmetrisch zu
demjenigen Quadrat liegt, das von Bernd geférbt wurde.

Nachweis, dass diese Strategie mdglich ist und zum
Erfolg fOhrt: Falls a,b beide gerade sind, bilden die vier
Einheitsquadrate, von denen M eine Ecke ist, ein
Quadrat mit Seitenlénge 2; dessen Mittelpunkt ist M, und Lo
es kann gefarbt werden; und falls a,b beide ungerade
sind, kann man das Einheitsquadrat mit Mittelpunkt M !
farben. Der erste Zug von Anja ist also immer mdglich;
er fohrt zu einer Figur, die in Form und Féarbung
punktsymmetrisch zu M ist und bei der M im Innern
eines gefarbten Bereiches liegt. Jeder Zug von Bernd
muss nun diese Symmetrie zerstéren: Er kann nicht ein einzelnes punktsymmetrisch zu M liegendes
Einheitsquadrat farben (dieses hat Anja bereits gefarbt), und wéren zwei Einheitsquadrate, die Bernd
farbt, symmetrisch bez. M, dann enthielte Bernds Quadrat (das ja konvex ist und somit zu zwei
Punkten im Innern stets auch den Mittelpunkt zu deren Verbindungsstrecke enthalt), ebenfalls das von
Anja bereits gefarbte Symmetriezentrum M. Anja kann wiederum jedes Mal diese Symmetrie durch
Farbung des entsprechenden symmetrisch liegenden Quadrates wieder herstellen. Da die
Schlussposition (alle Einheitsquadrate sind gefarbt) symmetrisch bez. des Punktes M ist und mit
jedem Zug die Anzahl der ungefarbten Einheitsquadrate um mindestens 1 abnimmt, gewinnt
schlieBlich tatsachlich Anja.

Bemerkung: Wenn a =1, kann man nur abwechselnd
Einheitsquadrate farben. In diesem Fall kann Anja genau
dann den Gewinn erzwingen, wenn n ungerade ist.

Anja kann auch den Gewinn erzwingen, wenn 1 <a < b, 7 7
a ungerade, b gerade: Wir legen das Rechteck so, dass i
unten die lange Kante mit Lange b ist. Nun farbt Anja T 1| |
zuerst ein Quadrat mit Seitenldnge a—1 derart, dass i i
rechts und links zwei gleichgroBe ungeférbte Rechtecke Al
mit Seitenldngen a und (’"“/2 bleiben und entlang der
oberen langen Kante ein Streifen aus a-1
Einheitsquadraten. Es entsteht eine Figur, die in Form und Farbung achsensymmetrisch bez. der
senkrechten Symmetrieachse des urspringlichen Rechtecks ist. Jedes Quadrat, das Bernd nun farbt,
ist entweder ein Einheitsquadrat in dem oberen Streifen oder ein Quadrat, das vollstandig in einem
der beiden Rechtecke an der Seite liegt. In beiden Féllen kann Anja die Farbung von Bernd mit der
entsprechenden symmetrischen Farbung beantworten; wobei sie auch die Farbung eines
Einheitsquadrates in dem 1x(a—1) Streifen mit der Farbung eines beliebigen anderen
Einheitsquadrates in diesem Streifen beantworten kann.

Mir ist derzeit kein allgemeines Kriterium bekannt, nach dem entschieden werden kann, wer den
Gewinn erzwingen kann, wenn a < b, a gerade, b ungerade.
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Aufgabe 2: Die Dezimaldarstellung eines Bruches 2 mit positiven ganzen Zahlen m und n enthalt
n

irgendwo nach dem Komma die Ziffernfolge 7143.

Zeige, dass n > 1250 ist.

Vorbemerkung: Es ist 893:1250 = 0,7144 = 0,71439999999..., ein scheinbarer Widerspruch zur
Aufgabenstellung, in der man einen Ausschluss von Dezimaldarstellungen mit unendlicher Zifferfolge
...999... hatte aufnehmen sollen.

1. Beweis: Wir benltzen folgenden Hilfssatz:

HS: Seienq, b, ¢, d, m, n positive ganze Zahlen und % <o 2 und bc—ad = 1.
n

Dannist n = b +d.

Beweis des HS: Aus der erste Ungleichung folgt an < bm; und da nur ganze Zahlen beteiligt sind, folgt
sogar bm—an = 1; aus der zweiten Ungleichung folgt analog c¢n—dm = 1. Also kdnnen wir
abschéatzen:

n = n(bc —ad) = nbc— bdm + bdm —nad = b(cn —dm ) + d(bm —an) 2 b +d.

Dies verwenden wir im eigentlichen Beweis: Sei k = 0 die Anzahl der Stellen zwischen dem Komma
und der ersten Ziffer der Folge ...7143... und sei r = 0 die gréBte nicht-negative ganze Zahl, fir die

10" (m-
m—rn 20 (deren Existenz ist gesichert). Dann enthalt der Bruch M die Ziffernfolge 7143
n
direkt nach dem Komma. Es gibt also eine positive ganzer Zahlen m/, far die
0,7143 < n < 0,7144. Diese Ungleichungskette erganzen wir zZu
n
2 - 0714285 < 0,7143 < » < 0,7144 - ﬁ
7 n 1250

Weil 7.893 — 51250 = 1, folgt mit dem Hilfssatz sofort die schéarfere Aussage n = 1250 + 7.

2. Beweis: Die Ziffernfolge 7143 in der Dezimaldarstellung des Bruches n beginne an der k+1-ten
n

Stelle hinter dem Komma (k = 0). Nun multiplizieren wir diesen Bruch mit 10%, d.h. wir verschieben das
Komma soweit nach rechts, dass die Ziffernfolge 7143 unmittelbar nach dem Komma steht. Dann gibt
es eine nicht-negative ganze Zahl r, fur die gilt

r+0,7143 < 1042 < 40,7144,
n

Multiplikation jeden Terms mit dem (sicher positiven!) Term 7n fihrt zur &quivalenten Aussage
7nr +5,0001n < 7m-10" < 7nr + 5,0008n.

Nach Subtraktion von (7r + 5)n steht links die positive Zahl 0,0001x, in der Mitte eine positive ganze
Zahl, sodass man die linke Seite durch 1 ersetzen kann. Es gilt also (diese Aussage ist flir n < 10 000
scharfer):

1 < 7m10" = (7r+5)n < 0,0008n (),

was nach Weglassen des mittleren Teils das gewiinschte Ergebnis n > 1:0,0008 = 1250 liefert.
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3. Beweis (nur eine Beweisskizze, mit Ford-Kreisen): Der Ford-Kreis des Bruches positiver ganzer

Zahlen ™ ist der Kreis K(m,n) im Achsenkreuz mit Mittepunkt (ﬂ %) und Radius % Damit liegt
n n n n
jeder Fordkreis im ersten oder zweiten Quadranten und berlhrt die x—Achse. Wie man 'leicht’

nachrechnet (vgl.
http.//mathworld.com/FordCircle.html),  haben zwei
Fordkreise K(m,n) und K(m',n) hdchstens einen Punkt

K(5,7)

’

gemeinsam, namlich genau dann, wenn — = — oder
n n

|nm' —mn'| = 1. (Die Darstellung in der Figur ist nicht
mafstablich.)

o]
K(893,1250)

K(10,14)
Im ersten Fall liegt der Kreis, der zum gréBeren Nenner ’ 4
gehort, im Innern des Kreises mit dem kleineren Nenner
und der gemeinsame Punkt ist der Berlhrpunkt mit der
x—Achse; im zweiten Fall berlihren sich die Kreise von
auBen. Da 7-893 - 5-1250 = 1, beriihren sich K(5,7) und K(893,1250) von auBen in einem Punki,
dessen x—Koordinate groBer als °/ und kleiner als /.5, ist. Also wird von der x—Achse und diesen

beiden Kreisen eine Gebiet begrenzt, in dessen Innere jeder Punkt eine y-Koordinate hat, die kleiner

(5/710) (8937125010 )

als Z-m ist. Also kann es in diesem Bereich nur Fordkreise geben, bei denen der zugehdrige

Nenner groBer als 1250 ist; also gibt es im Intervall [ °/7; ®*/1250 ] nur Briiche, deren Nenner groBer als
1250 ist.

Bemerkungen: Fiir n < 2500 nimmt der Bruch auf der rechten Seite von (*) im 2 Beweis den Wert 2
an, was zu den notwendigen Bedingungen 1 < 7m-10" = (7r+5)n < 2 und 1 = 7m-10" = (7r + 5)n,
also zu (7r+5)n = 6 mod 7 und schlieBlich zu n = 4 mod 7 fUhrt. Die kleinste Zahl n > 1250, die

dies erfullt, ist n = 1257. Tatsachlich hat 898
1257

= 0,7143993... eine Dezimalbruchentwicklung mit

der geforderten Ziffernfolge. Also ist n=1257 der kleinste Nenner eines Bruches, in dessen
Dezimalbruchentwicklung diese Ziffernfolge 7143 vorkommt.

Wenn man nicht mit dem Term 7n, sondern dem Term Kn muliipliziert, so erhdlt man
(K-0,7143 —| K-0,7143))}n < Z < (K-0,7144 —| K-0,7144])-n mit einer geeigneten positiven ganzen
Zahl Z. Nun wahlt man K so, dass die linke Seite positiv, aber mdglichst kleine ist. Dann kann man die
linke Seite durch 1 ersetzen und erhélt eine starke Abschatzung. In obiger Abhandlung wurde K =7
gewahlt, was K-0,7143- K-0,7143] = 0,0001 ergibt. Dem interessierten Leser sei Uberlassen, die
Scharfe der Abschéatzung flr verschiedene K auszuprobieren — oder umgekehrt: eine interessante
kurze Ziffernfolge zu finden, die zu einem groBen » fihrt.
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Aufgabe 3: Jede der positiven ganzen Zahlen 1,2, ..., n wird entweder rot oder blau oder gelb
gefarbt, wobei folgende Regeln eingehalten werden:

(1)  Eine Zahl und die nachstgrdBere Zahl gleicher Farbe (falls es eine solche gibt) haben
stets verschiedene Paritat.

(2) Wenn jede Farbe bei der Farbung verwendet wird, dann gibt es genau eine Farbe, fur
die die kleinste Zahl dieser Farbe gerade ist.

Bestimme die Anzahl solcher Farbungen.

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Bezeichnungen: Eine Farbung der Zahlen 1, 2,...,n mit den Farben rot, blau oder gelb, die die
Bedingungen der Aufgabe erflllt, heiBe Zzuldssig. Die Anzahl zuldssiger Farbungen der Zahlen
1, 2, ..., n werde mit F(n) bezeichnet.

Ergebnis: Es ist F(n) = 3(2"—1).
1. Beweis (vollstédndige Induktion):

Induktionsanfang: Offensichtlich ist jede Farbung der Zahl 1 mit einer der drei Farben blau, rot, gelb
eine zulassige Farbung, d.h. esist F(1) =3 = 3(21 -1).

Induktionsannahme: Fir ein bestimmtes n = 1 gelte F(n) = 3(2" - 1).
Induktionsschluss: Dann gilt auch F(n+1) = 3(2"*" - 1):
Der langliche Nachweis hierfiir gliedert sich in drei Schritte: Wir

(A) konstruieren zunachst auf eine geeignete Weise aus jeder der 3(2" — 1) zulassigen Far-
bungen der Zahlen 1, 2, ..., n drei Farbungen der Zahlen 1, 2, ..., n, n+1,

(B) zeigen anschlieBend, dass davon 3(2”+1 — 1) Farbungen zulassig sind und

(C) zeigen schlieBlich, dass es keine weiteren zulassigen Farbungen der Zahlen
1,2, ..., n,n+1 gibt.

(A) Ausgehend von einer zulassigen Farbung der Zahlen 1, 2, ..., n vergréBern wir jede dieser Zahlen
unter Beibehaltung ihrer Farbe um 1, anschlieBend farben wir die Zahl 1 der Reihe nach mit einer der
drei vorgegebenen Farben. Wir bemerken noch, dass offensichtlich keine zwei dieser Farbungen
gleich sind.

(B) Fur die Untersuchung, welche davon zuldssig sind, filhren wir folgende Bezeichnungen ein (diese
sind immer auf die gerade betrachtete Farbung der Zahlen 1, 2, ... , n bezogen): Mit e € {rot, blau,
grun} sei die "erste" Farbe bezeichnet, d.h. die Farbe der Zahl 1; mit z die "zweite" Farbe, d.h. die
Farbe der kleinsten anders gefarbten Zahl (soweit vorhanden), und mit d die "dritte", d.h. die von e und
z verschiedene dritte Farbe. (Wenn es keine Zahl zweiter Farbe gibt, kann die Zuordnung beliebig
erfolgen.) Weiter sei K, mit x € {e,z,d} die kleinste Zahl mit der Farbe x in der Farbung der Zahlen
1,2, ..., n; und N, die kleinste Zahl mit der Farbe x in der Farbung von 1,2, ..., n, (n +1). Weiter
bemerken wir zunéchst, dass jede Zahl um genau 1 vergréBert wurde, d.h. dass Zahlen verschiedener
Paritat nach dem VergréBern weiter Zahlen verschiedener Paritét sind. Damit gilt die Eigenschaft (1)
stets in der neu gefarbten Zahlenmenge {2, ..., n, (n + 1)}. Da auBerdem K, = 1 ungerade ist, folgt aus
der Eigenschaft (2), dass K, und K, von verschiedener Paritat sind.

Um zu untersuchen, ob die Eigenschaft (1) auch in der Zahlenmenge {1, 2, ..., n, (n + 1)} gilt, geniigt
es also zu untersuchen, ob die neu gefarbte Zahl 1 und die zweitkleinste Zahl dieser Farbe
verschieden Paritédt haben. Nun unterscheiden wir drei Falle:

Fall 1: Jede der Zahlen 1, 2, ..., n ist mit der gleichen Farbe ¢ gefarbt. Dann flhrt jede Farbung der
Zahl 1 mit einer der drei vorgegebenen Farben zu einer Farbung der Zahlen 1, 2, ... n+1 vom Typ
e, e, e ...,e oder zye e, ...,e oder d, e,e, .. ,e. Jede dieser drei Farbungen ist zulassig, weil die
Bedingung (1) erfillt und die Bedingung (2) nicht relevant ist.

Fall 2: Es gibt zwei verschiedene Farben und K, ist ungerade:
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Die Farbung der Zahl 1 mit der Farbe e fihrt immer zu einer zuldssigen Farbung: Dann ist
N, = 1 ungerade und die darauffolgende Zahl gleicher Farbe ist die Zahl 2, die Zahlen 1 und 2
haben verschieden Paritat, d.h. die Bedingung (2) ist erflllt. Bedingung (3) ist ebenfalls erflillt,
da N, und N, ebenso wie K, und K, verschiedene Paritdt haben, d.h. genau eine von diesen
beiden ist gerade.

Die Farbung der Zahl 1 mit der Farbe z fihrt ebenfalls zu einer zulassigen Farbung: Es ist dann
N, = 1 ungerade und die darauffolgende Zahl der Farbe z ist K, + 1, diese ist gerade.

Dagegen fuhrt die Férbung der Zahl 1 mit der Farbe d nicht zu einer zuldssigen Farbung: Es ist
dann N, =1 ungerade, N, =2 gerade, N= K.+ 1 ebenfalls gerade, was der Bedingung (2)
widerspricht.

Fall 3: Es gibt zwei verschiedene Farben und K, ist gerade:

Die Farbung der Zahl 1 mit der Farbe e flhrt mit gleicher Begrindung wie im Fall 2 zu einer
zulassigen Farbung.

Die Farbung der Zahl 1 mit der Farbe z fUhrt dagegen nicht zu einer zuldssigen Farbung: Es ist
dann N, =1 ungerade und die darauffolgende Zahl der Farbe z ist K, + 1, diese ist ebenfalls
ungerade, d.h. die Bedingung (2) ist nicht erfullt.

Die Farbung der Zahl 1 mit der Farbe d fihrt wiederum zu einer zuldssigen Farbung: Es ist
dann N, = 1 ungerade, N, = 2 gerade, N.= K, + 1 ungerade, d.h. Bedingung (2) ist erfiillt. Weiter
sind — soweit es eine Zahl der Farbe d in der Farbung der Zahlen 1, 2, ... , n gibt — die Zahlen 1
und K, + 1 aufeinander folgende Zahlen gleicher Farbe und verschiedener Paritat, d.h. die
Bedingung (1) ist auch erfillt.

Wir berechnen noch die Anzahl der so konstruierten zulassigen Farbungen: Im Fall 1 haben wir genau
3 Farbungen der Zahlen 1, 2, ..., n betrachtet, zu jeder gibt es genau 3 neue Farbungen, also zu
3:3 = 9 neue Farbungen. Im Fall 2 und 3 haben wir die restlichen F(n) — 3 Farbungen betrachtet, jede
fihrte zu genau 2 neuen Farbungen, also zu 2(F(n) — 3) neuen Farbungen. Insgesamt ist also

33+2(F(n)—3) = 9+2-[3(2"-1)-3] = 9+32""'-6-6 = 3.(2"" " - 1).

(C) Es bleibt noch zu zeigen, jede zulassige Farbung der Zahlen 1,2,..,n,(n+1) aus einer
zuldssigen Farbung der Zahlen 1, 2, ..., n nach oben beschriebener Methode entsteht.

Betrachten wir also eine zulédssige Farbung der Zahlen 1,2, ...,n, (n+ 1), (n21). Die Zahl 1 ist
ungerade und gleichzeitig kleinste Zahl ihrer Farbe, mit Eigenschaft (2) folgt, dass von den kleinsten
Zahlen der zweiten und dritten Farbe — sofern beide existieren — genau eine gerade ist, sie also
verschiedene Paritat haben. Weiter folgt aus Eigenschaft (1), dass die zweitkleinste Zahl, die die
Farbe der Zahl 1 hat, — soweit sie existiert — gerade ist.

Nun kehren wir den oben beschriebenen Umfarbeprozess um, d.h. wir verkleinern jede Zahl um 1,
behalten dabei ihre Farbe und untersuchen die dadurch entstandene Férbung der Zahlen 1,2, ..., n
(die Zahl 0 wird natirlich nicht weiter berlicksichtigt). Die neue Farbung besitzt weiter die Eigenschaft
(1), weil zwei Zahlen x und y genau dann verschiedene Paritét besitzen, wenn auch x+1 und y+1
verschiedene Paritat besitzen. Sie besitzt auch weiter die Eigenschaft (2): Von den Zahlen der zweiten
und dritten Farbe ist genau eine gerade, diese Eigenschaft bleibt nach dem Verkleinern um 1 erhalten;
falls nach dem Verkleinern nur noch zwei Farben vorhanden sind, ist eine weitere Untersuchung nicht
notig.

Damit ist jede Farbung der Zahlen 1, 2, ...,n, die so aus einer zuldssigen Farbung der Zahlen

1,2, ..., n, (n+1) entstanden ist, zulassig; der Umkehrschluss besagt, dass eine zulassige Farbung
von 1, 2, ..., n, (n + 1) nur aus einer zuldssigen Farbung von 1, 2, ..., n, entstanden sein kann.

2. Beweis (ca. 23 Paritatsbetrachtungen): Wir betrachten zunachst nur Farbungen der Zahlen
1,2, ..., n mit den Farben a, b, ¢ , bei denen die Zahl 1 die Farbe a hat, die kleinste Zahl anderer
Farbe (soweit vorhanden) die Farbe b; die Farbe ¢ kann dann nur bei noch gréBeren Zahlen
vorkommen. Diese Farbungen nennen wir P,—Farbungen, die Anzahl der P,—Farbungen, die zulassig
sind, sei mit A(n) bezeichnet.

Die Menge aller zulassigen Farbungen der Zahlen 1, 2, ..., n erhalten wir aus der Menge der zulés-
sigen P,—Féarbungen, indem wir jeder der Farben a,b,c genau eine der Farben rot, blau, gelb zuordnen,

7
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ohne eine Farbe dabei zweimal zu vergeben; dies ist auf 3-2.1 =6 Arten mdglich. Wenn bei der
P.—Farbung mindestens zwei Farben tatséchlich verwendet wurden, dann sind diese 6 Farbungen
auch verschieden; wurde nur eine Farbe verwendet (es gibt nur eine einzige solche P,—Farbung, und
diese ist auch zulassig), sind jeweils zwei der erzeugten Farbungen gleich, d.h. es wurden nur 3 neue
zulassige Farbungen erzeugt. Damit kann man die Anzahl der zulassigen Farbungen aus der Anzahl
der zulassigen P,—Farbungen berechnen: esist F(n) = 6(A(n) — 1) + 3:1 = 3(24(n) — 1).

Fur die Beweisfuhrung fiihren wir noch einige Bezeichnungsweisen fur P,—Farbungen ein:

Fur x € {a,b,c} sei mit x; sei die i—te Zahl der Farbe x bezeichnet, d.h. diejenige Zahl, die die Farbe x
hat und zu der es genau i—1 kleinere Zahlen mit der Farbe x gibt; mit x,,,, die gréBte Zahl der Farbe x
(dabei ist der Index max nicht als Zahl zu verstehen); mit #x die Anzahl der Zahlen der Farbe x. Es ist
also z.B. ay = 1, #a + #b + #c = n. Mit diesen Bezeichnungsweisen Iasst sich nun formulieren:

Eine Farbung der Zahlen 1, 2, ..., n mit den Farben a, b, c ist genau dann eine zulassige P,—Farbung,
wenn folgende Eigenschaften erfillt sind (den Zusatz "wenn existent” lassen wir in Zukunft weg):

(P) ar=1,b1<a,

(1) x; und x; (mit xe {a,b,c}) sind von verschiedener Paritat genau dann,
wenn i und j von verschiedener Paritat sind,

(2) by und ¢4 sind von verschiedener Paritat.

Die Bedingungen (1) und (2) sind offensichtlich &quivalent zu den Bedingungen (1) und (2) in der
Aufgabenstellung: (1) folgt durch mehrfache Anwendung, (2) folgt aus der Tatsache, dass a; =1
ungerade ist.

Lasst man bei einer zulassigen P,,—Farbung die Zahl n+1 weg, so erhalt man eine P,—Farbung; diese
ist offensichtlich ebenfalls zuldssig. Im Umkehrschluss heiBt dies, dass jede zulassige P,.i—Farbung
aus einer zulassigen P,—Farbung durch geeignete Farbung der Zahl n+1 konstruiert werden kann. Wir
werden zeigen, dass dies stets mit genau zwei Farben mdéglich ist. Dann ist A(n) = 1, A(n+1) = 2A(n),
also A(n) = 2" fiir alle n. Einsetzen ergibt

F(n) = 322" 1) = 3(2"-1).

Vor einer Fallunterscheidung stellen wir zunachst fest: Aus (1) folgt sofort, dass zwischen zwei Zahlen
gleicher Farbe es stets eine gerade Gesamtzahl von Zahlen der anderen Farben gibt.

Die Zahl n+1 kann man stets mit der Farbe der Zahl » farben: Die Eigenschaft (1) ist fir alle Zahlen
aus {1,2...,n} erfillt, ebenso fir die aufeinander folgenden Zahlen gleicher Farbe n und n+1, die ja
verschiedene Paritat haben. Die Eigenschaft (2) ist nicht relevant, da n+1 dann sicher nicht kleinste
Zahl mit der Farbe c ist. Nun unterscheiden wir vier Falle:

Fall 1: Die P,—Farbung verwendet nur die Farbe a: Dann kann die Zahl n+1 mit der Farbe a oder b,
aber wegen Bedingung (P) nicht mit der Farbe ¢ gefarbt werden.

Fall 2.: Die P,—Farbung verwendet mindestens zwei Farben und die Zahl n hat die Farbe a: Es ist
a; =1 und a,, =n, zwischen diesen beiden Zahlen der Farbe a ist also eine gerade Anzahl von
Zahlen der Farbe b und ¢, d.h. es ist #b + #c gerade.

Falls es keine Zahl der Farbe ¢ gibt, ist also #b gerade, d.h. by und b,,, haben verschiedene
Paritat und genau eine dieser beiden Zahlen hat gleiche Paritat wie n+1. Ist es b,,,,, dann kann
n+1 nicht die Farbe b haben, aber die Farbe a oder c; ist es by, dann kann n+1 die Farbe a oder
b haben, nicht aber die Farbe ¢ (sonst waren by und ¢y von gleicher Paritat im Widerspruch zu

(2))-

Falls es Zahlen der Farbe ¢ gibt, dann haben #b und #c gleiche Paritat, d.h. aus der
unterschiedlichen Paritdt von b; und c¢; folgt die unterschiedliche Paritat von b, und ¢,
Wieder hat genau eine dieser beiden Zahlen die gleiche Paritat wie n+1, wieder kann n+1 mit
der Farbe a und wegen (1) mit genau einer der Farben b oder ¢ gefarbt werden.

Fall 3: (Die P,—Farbung verwendet mindestens zwei Farben und) die Zahl »n hat die Farbe b: Seien die
ersten v Zahlen mit Farbe a geféarbt, d.h. v ist der gréBte Index mit v=a, und es ist by = v+1;
insbesondere haben a, und b, verschiedene Paritat. Nun stehen zwischen b, und b,,,, = n eine gerade
Anzahl von Zahlen der Farbe a oder ¢ (diese und die folgende Argumentation gilt auch fir den Fall
b1 = bmax)'
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Gibt es keine Zahlen der Farbe c, so ist die Anzahl der Zahlen mit Farbe a zwischen b, und n
gerade, d.h. @, und a,,, haben gleiche Paritat, also »; und a,,, verschiedene, d.h. genau eine
dieser beiden Zahlen hat gleiche Paritat wie n+1. Ist es b4, so kann n+1 auBer mit Farbe 5 noch
mit Farbe a geférbt werden, aber nicht mit Farbe ¢ (dann wéren ¢y und b, von gleicher Paritét),
und ist es a,,,,, SO kann man n+1 mit den Farben b und ¢, aber nicht mit a farben.

Falls es Zahlen mit der Farbe c¢ gibt, so sind ¢; und b1 wegen (2) von verschiedener Paritat, also
a, und ¢y von gleicher Paritdt. Weiter ist (#a —v) + #c gerade, also sind diese beiden
Summanden von gleicher Paritat, d.h. a,,,, und c,.. wieder von verschiedener Paritat. Wieder ist
genau eine dieser beiden Zahlen ist von gleicher Paritat wie n+1, wieder kann n+1 auBer mit
Farbe b mit genau einer der Farben a oder ¢ gefarbt werden.

Fall 4: (Die P,—Farbung verwendet mindestens zwei Farben und) die Zahl n hat die Farbe ¢: Es geniigt
zu zeigen, dass a,,, und b,,. von verschiedener Paritat sind. Seien r und s die gréBten Indices mit
a, < ¢y und b, < ¢y und v der Index mit a, = by — 1. Zwischen ¢y und ¢, = n ist die Anzahl von Zahlen
der Farben a oder b gerade, insbesondere ist die Anzahl der Zahlen mit Farbe a und die Anzahl der
Zahlen mit Farbe b von gleicher Paritat. Gleiches gilt im Bereich zwischen by und c;: Diese beiden
Zahlen sind von verschiedener Paritat, d.h. die Gesamtzahl der Zahlen dazwischen ist gerade und es
kommen nur Zahlen der Farbe a und b vor. Weil nun a, und by = a,+1 verschiedene Paritat haben,
Ubertragt sich die Verschiedenheit der Paritat auf a, und b, und schlieBlich auch auf a,,, und b,,,.
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Aufgabe 4: Es sei ABC ein Dreieck, bei dem der Inkreismittelpunkt 7 und der Umkreismittelpunkt U
verschieden sind. Fir jeden Punkt X im Innern dieses Dreiecks sei d(X) die Summe der Abstande von
X zu den drei (evtl. geradlinig verlangerten) Dreieckseiten.

Beweise: Wenn fir zwei verschiedene Punkte P und Q im Innern des Dreiecks ABC die Bedingung
d(P) = d(Q) erflllt ist, dann stehen die Geraden PQ und UI senkrecht aufeinander.

Vorbetrachtung: Die Ecken des Dreiecks ABC seien gegen den Uhrzeigersinn bezeichnet. Wir
verwenden die Ublichen Bezeichnungen, insbesondere s = '/»(a+b+c) . Weiter seien die Schnittpunkte
der Mittelsenkrechten mge, mcy und myp mit denjenigen Te|Ibogen des Umkreises, die die jeweils
gegenlberliegende Ecke nicht enthalten, mit D, E bzw F bezeichnet. Da aus Symmetriegriinden

AF = ﬁ, ist nach Umfangswinkelsatz auch ZACF =/ FCB = ",, d.h. F ist ein Punkt auf der
Winkelhalbierenden w, ; und mit analoger Begriindung schlieBt man, dass auch E auf ws und D auf w,
liegt. (Dieser Zusammenhang ist seit einiger Zeit auch unter dem Begriff "Slidpolsatz" in der Literatur
zu finden).

1. Beweis (elementargeometrisch): Umkreis und Inkreismittelpunkt fallen genau dann zusammen,
wenn jede Mittelsenkrechte gleichzeitig Winkelhalbierende durch die jeweils gegeniiberliegenden
Ecke ist; dies ist genau dann der Fall, wenn das Dreieck bezlglich jeder Seite als Basis
gleichschenklig und somit gleichseitig ist. Das vorgegebene Dreieck ist also nicht gleichseitig, es gibt
also verschieden lange Seiten und wir kdnnen so 0.B.d.A. annehmen, dassa<b<cunda < cist.

Wir wahlen auf der Strecke AB den Punkt R und auf der Strecke AC den Punkt S so, dass die Strecken
BR und CS beide die Lange a haben; dies ist méglich, weil a < b < c. Weil zusatzlich a < ¢, kann der
Punkt S mit Punkt A zusammenfallen, aber nicht R mit A, es ist also sicher R # S. Dann gilt:

HS: RS L UL

Beweis des Hilfssatzes: Im Fall a = b < c ist das Dreieck ABC gleichschenklig mit Basis AB, also
achsensymmetrisch bez. m,z. Dann liegen U und I auf myg, ferner ist A = S, d.h. die Graden RS
und AB sind identisch. Insbesondere ist dann RS L UL

In allen anderen Fallen ist a < b < ¢. Das Dreieck SCB
ist gleichschenklig mit Basis SB, also ist w, gleichzeitig
Mittelsenkrechte auf SB. Also stehen die Schenkel der
Winkel ZIFU und ZSBA paarweise aufeinander
senkrecht; und weil F und I auf verschiedenen Seiten
von AB sind, sind diese Winkel gleich.

Weiter hat im Dreieck BFI der Winkel bei F die Weite «
(nach Umfangswinkelsatz Uber der Sehne BC), und
der Winkel bei B die Weite 7, + 7/, (nach Umfangs-
winkelsatz Uber der Sehne AF und weil BI Winkel-
halbierende bei B ist). Nach Satz von der Innen-
winkelsumme im Dreieck bleibt fir den Innenwinkel bei
I die Weite 180°— oo —(7» + #5) = ", + #/,; dies ist der
gleiche Wert wie fir den Winkel bei B. Damit ist das
Dreieck BFI gleichschenklig mit Basis BI, d.h. die Strecken FB und FI haben die gleiche Lénge.

ir

Das Dreieck FUB ist gleichschenklig und hat den Spitzenwinkel ¥ (Umfangswinkelsatz); gleiches
gilt fir das Dreieck SCB. Also sind sie &hnlich. Zusammen mit den vorigen Ergebnissen ist also

BR:BS = BC:BS = BU:BF = FU:FI.

d.h. die Dreiecke FUI und BRS stimmen Uberein im Verhaltnis zweier Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel, sind also &hnlich, sogar gleichsinnig &hnlich. Damit ist wegen
FU 1L BRund FI L BS auch UI L RS.

Bemerkung: Die Aussage bleibt giltig, auch wenn man auf die Einschrdnkung a <5 < ¢ und
a < ¢ verzichtet und nur fordert, dass das Dreieck ABC nicht gleichseitig ist. Man definiert dann
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R und S als Punkte auf den Strahlen [BA bzw. [CA, fir die die Dreiecke RBC und SCB
gleichschenklig mit Basis RC bzw. SB sind.

Nun zeigen wir die Aussage fir eine spezielle Lage
der beiden Punkte P und Q, dabei sei der Abstand
des Punktes Q zur Seite AC mit g, bezeichnet, der
Abstand des Punktes P zu den Seiten BC und AB
mit p, bzw. p..

Es sei 0 = B gewahlt und P so auf der Strecke AC,
dass d(P) =d(Q). Mit diesen Bezeichnungen ist
dann die Bedingung d(P)=d(Q) aquivalent zu
q» = pa +p.. Dass die Wahl mdglich ist, zeigt man
folgendermaBen: Liegt P auf C, so ist d(P) = p. < q,
(einfache Flachenbetrachtung am Dreieck ABC
zusammen mit b<¢), und liegt P auf A, so ist
d(P) = p, 2 q, wegen a < b; und da sich d(P) beim
Verschieben zwischen A und C stetig &ndert, wird irgendwann der Wert d(P) = d(Q) angenommen.

Die Punkte R und P zerlegen das Dreieck ABC in die Teildreiecke AARP, ARPB und ABCP; fUr deren
Flacheninhalte qilt also

bg, = 2|ACB| = 2JARP| + 2|RPB| + 2|BCP|

= (c—a)p.+ap.+ap,= (c—a)p.+alp. +p,) = (c—a)p.+ aq, und somit

(b —a)g, = (c—a)p. oderauch < - boa _ ﬁ *);
q, c—a AR

Ubrigens sind die beiden Nenner von Null verschieden, da a < ¢ und g, Héhe in einem Dreieck mit
positivem Flacheninhalt ist.

Andererseits sind p. und g, H6hen im gleichen Dreieck ABP, sie verhalten sich also umgekehrt wie die
Langen der zugehdrigen Seiten AB und AP. Damit kann man die obige Verhaltnisgleichung (*)

.. AP AS -
erganzen zu A= = =< = ﬁ woraus nach Strahlensatz sofort RS || PQ und schlieBlich PQ 1 UI

folgt.

SchlieBlich gehen wir von einer beliebige Lage der Punkte P
und Q mit der Eigenschaft d(P) = d(Q) aus. Hierzu betrachten
wir die Parallelen zu AB durch die Punkte P und Q: Eine
dieser beiden bestimmt mit den Geraden BC und CA ein
Dreieck A'B'C derart, dass keiner der Punkt P und Q
auBerhalb dieses Dreiecks liegt, diese Parallele wahlen wir
aus. Da der Abstand der Punkte P und Q zu den Seiten B'C
und CA’ gleich geblieben ist und zur neuen Seite A'B’ um den
gleichen Betrag kleiner geworden ist, gilt die Beziehung
d(P) = d(Q) auch bezogen auf das neue Dreieck A'B'C.

Da man sich das neue Dreieck A'B'C durch zentrischen Streckung von C aus dem Dreieck ABC
entstanden vorstellen kann, ist auch die Verbindungsstrecke der Punkte UI parallel zur
Verbindungsstrecke U'I' des neuen Dreiecks, d.h. die Gerade PQ schlieBt mit Ul und mit U'T' den
gleichen Winkel ein.

Diesen Prozess flihren wir nun mit dem neuen Dreieck und der Seite B'C durch, anschlieBend mit der
Seite analog nochmals B'C". So erhalten wir schlieBlich eine Dreieck A*B*C*, bei dem einer der
Punkte — dies sei 0.B.d.A. der Punkt Q — auf zwei der Seiten, also auf einer Ecke liegt, und der andere
Punkt, also P, auf der gegeniberliegenden Seite. Die Beziehung d(P) = d(Q) gilt auch bezlglich diesen
neuen Dreiecks und PQ schlieBt mit UI und U*I* den gleichen Winkel ein. Ubrigens muss Q mit
derjenigen Ecke zusammenfallen, in der die klrzeste und die langste Seite des Dreiecks
zusammenkommen, also mit der Ecke B: Ware Q = A, so ergibt eine Flachenbetrachtung zusammen
mit a £ b < c und a < ¢ den Widerspruch aq, = cp.+ bp, > a(p. + py) = aq,, analog mit <—Zeichen die
Annahme Q = C. Hieraus ergibt sich dann, dass P auf A*C* liegt.
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Es genlgt also, fiir den Beweis eine solche Lage anzunehmen, dies haben wir oben getan.

2. Beweis: Mit den oben gewahlten Bezeichnungen kénnen wir die relative Lage von U und [
folgendermaBen beschreiben:

HS (Formulierung mit Vektoren): Es gilt UI = UD +UE +UF .

HS (Formulierung des gleichen Sachverhaltes ohne Vektoren): Dann ist I die Ecke des nach Vorgabe
von U und F eindeutig konstruierbaren Vierecks UFGI mit den Eigenschaften UF = FG = GI ,

£GFU = ZCBA = 5, ZIGF = ZACB = ¥, wobei der Drehsinn jeweils gegen den Uhrzeigersinn geman
der Reihenfolge der Punkte in den Winkelbezeichnungen gegeben ist.

HS (Variante der 2. Formulierung): Ergédnze UFD durch den Punkt G zur Raute UFGD. Dann ist I der
Punkt, der UGE zur Raute UGIE erganzt.

1. Beweis des HS (vektorielle Form): Die Dreiecke ABC und DEF haben den gleichen Umkreis.
Nach Umfangswinkelsatz ist ZADF = ZACF ="/;und 4DFE = /DFC+ZCFE = Z/DAC +ZCBE
= %, + 75 d.h. der dritte Winkel im Dreieck, das durch die Winkelhalbierende AD und den
Geraden DF und FE bestimmt ist, ist 180°— (% + #/» + //,) = 90°. Entsprechendes gilt fiir die
anderen Winkelhalbierenden; diese sind also H6hen im Dreieck DEF. Damit hat das Dreieck
DEF den Umkreismittelpunkt U und den H6henschnittpunkt 7. Deren Verbindungsgerade ist die
Eulergerade, von der man weiB, dass sie den Schwerpunkt S des Dreiecks DEF enthalt; dieser

teilt gleichzeitig die Strecke UIim Verhéltnis 1:2. Also ist Ul =3-US = 3 - '/3(UD +UE +UF ).

2. Beweis des HS (in seiner konstruktive
Formulierung): Wir ergédnzen den Punkt G so, dass
UFGD eine Raute ist, dann ist UF = FG = GD .
Weiter ist ZGFU = f, da die Schenkel dieser Winkel
paarweise aufeinander senkrecht stehen, und
ZDGF = 180°-4.

Im Dreieck DFI ist £ZDFI = ZDFC = /DAC =%,
und ZIDF = ZADF = ZACF = 75, d.h. es ist ZFID
= 180°— (Yo+,) = 90°+#/,. Andererseits ist ZDGF
= LFUD = 180°- 4, d.h. es st (gegen den
Uhrzeigersinn gemessen)
ZLFGD = 360°-(180°-p) = 180°+ 8 = 2-ZFID. Der
Umfangswinkelsatz liefert nun, dass die Punkte D, I
und F alle auf dem gleichen Kreis um G liegen. Also
sind die Dreiecke DGI und IGF gleichschenklig mit Basis DI bzw. IF. Deren Innenwinkel kénnen
wir berechnen: Es ist DG||{UF1AB; also bestimmen die Geraden DG, AB und AD ein
rechtwinkliges Dreieck, in dem ZIDG = 90° %,; hieraus berechnet sich schnell
ZDGI = 180°-2-ZIDG = a, und es bleibt ZIGF = ZDGF — Z/DGI =180°— a— 3 = y.

3. Beweis des HS: Siehe unten im 2. Beweis der Aussage der Aufgabe.

Nun zum eigentlichen Beweis (trigonometrisches Rechnen): Wir wahlen den Umkreisradius als
Langeneinheit, dann ist a = 2sin(@), b = 2sin(f), ¢ = 2sin(}). :

Bekanntlich sind in einem Dreieck die Mittelpunkte von
Umkreis und Inkreis genau dann verschieden, wenn das
Dreieck nicht gleichseitig ist. Es gibt also zwei verschieden
lange Seiten, wir kdnnen also 0.B.d.A. annehmen, dass BC

< AC und somit sin(f) — sin(@) > 0. Zun&chst leiten wir eine
Bedingung her fir den Winkel y;, den die Gerade UI mit der
Geraden AB einschlieBt (d.h. den Winkel, um den die Gerade
AB gegen den Uhrzeigersinn gedreht werden muss, bis sie
parallel zu UI ist, -90° < v £ 90°): Dazu denken wir uns ein
kartesisches Koordinatensystem so auf die Figur gelegt,
dass der Ursprung in U liegt und F die Koordinaten (0|-1)
hat, die Koordinaten von 7 sind dann (x; | y;). “FC10)
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Nach bekannten Satzen Uber die Langen der Tangentenabschnitte an den Inkreis ist

xr = (s—a)—lp =111, = sin(f) — sin(a@) > 0, also x; # 0, also tan(y) = Ry
‘xI

Zur Bestimmung von y,; betrachten wir das Viereck UFGI mit den im Hilfssatz vorgegebenen Eigen-
schaften UF1AB, UF = FG = GI =1, £LGFU = f, ZIGF = . Aus der Figur entnimmt man sofort
ye = —1 + cos(f); und somit

y; = =1 +cos(f) + sin(y—(90°-p)) = cos(f) + sin(180°—(L+7)+90°) — 1
tan() = cos(at)+cos(B)—1
sin(B)—sin (o)
Nun betrachten wir zwei Punkte P und Q im Innern des Dreiecks.
Ihre Entfernung sei A, die Gerade PQ schlieBe mit der Gerade AB 180~(p4h) A ¢
den Winkel ¢ ein (d.h. den Winkel, um den die Gerade AB gegen
den Uhrzeigersinn gedreht werden muss, sodass AB || PQ,
0°< ¢<180°. Dann gqilt (vgl. Figur; x, y und z muissen als
gerichtete GréBen verstanden werden, die Beziehungen gelten
auch, wenn ¢-a < 0 oder 180°-(¢ + ) < 0) und):

d(Q)—d(P) = x—y—z
A-(sin(@) — sin(p— @) —sin(180°— (¢ + )
A-(sin( @) — [sin(¢ )cos(a) — sin(a )cos(@)] — [sin(¢ )cos(p) + sin(f )cos(¢)]
A-( sin(@) [1—cos(a)—cos(f) ] — cos(@)[sin(B)—sin(a)] ).
Gilt nun d(Q) = d(P), so hat die Klammer den Wert 0, d.h. es ist

sin(¢) [1 — cos(@) —cos(f) ] = cos() [sin(f) — sin(a)].

Falls ¢ = 90°, hat die rechte Seite den Wert 0; und da auf der linken Seite der Faktor sin(¢) # 0, ist
1—cos(a@)—cos(p) = 0; also ist tan(y) = 0, d.h. w= 0°und somit UILPQ.

cos(p) + cos(a) — 1, also

A

Falls ¢ # 90°, hat keiner der Faktoren den Wert 0 und wir kbnnen umformen zu

_ sin(B)=sin(a) 1 .
tan(¢) = 1= cos (o) cos (B) = mn(w),d.h.auch hier ist UI1 PQ .

3. Beweis (Vektorrechnung, mit Beweis des Hilfssatzes, vgl. Figur zum 2. Beweis des HS): Wir
wahlen U als Ursprung und den Umkreisradius als Einheit. Wie (blich identifizieren wir Punkt X mit
Ortsvektor x. Die Vektoren a, b, ¢, d, e, und f haben also alle die Lange 1. Der Abstand eines Punktes
X im Innern des Dreiecks zur Gerade AB ist somit das Skalarprodukt (a —x)°f oder auch (b —x)°f;
dabei haben wir die Richtung der Vektoren tatsachlich so gewahlt, dass fur innere Punkte X immer
positive Werte erzeugt werden. Mit diesen Bezeichnungen ist dann d(X) = (@ —x)°f+ (b —x)°d
+ (¢ — x)°e.

Wenn also fur zwei verschiedene Punkte P und Q im Innern des Dreiecks ABC die Bedingung
d(P) = d(Q) erflllt ist, dann fihrt der Hilfssatz zu

0 =d(P)-d(Q) = (a-p)f+{®-p)d+(c—p)e — [[@a—q)f+{b-q)d+(c—qg)%]
=[l@a-p)—(a-q)1°f +[(6-p)—(b—-q)]l°d +[(c—p)—(c—q)]°e
=(g-p)°(d+e+f). ()

Nun zeigen wir, dass (d+e+f) der Ortsvektor des Inkreismittelpunktes [ ist: Nach
Umfangswinkelsatz schlieBen die Vektoren b und d ebenso wie ¢ und d den Winkel « ein; die Vektoren
e und f stehen auf den Schenkeln des Winkels a senkrecht und schlieBen so den Winkel 180°-« ein.
Also ist b°d = c°d = — e°f = 1-1-cos(a) = cos(a); analog a®e = c°¢ = —d°f = cos(f) und a°f = b°f = —d°

= cos(7). So erhalt man fir den Abstand des Punktes (d + e +f) von der Seite AB bzw. BC bzw. CA
drei mal den gleichen Wert, ndmlich
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cos(p) + cos(f) + cos(a) — 1
=[b-(d+e+f)°d cos(@) — 1 +cos(p) — 1 + cos(f)

=[c—(d+e+f)% cos(f) + cos(p) — 1 + cos(a).

Der Punkt hat also von allen drei Seiten den gleichen Abstand, ist also der Inkreismittelpunkt 1.

la-(d+e+f)If =af-df-ef-ff

SchlieBlich bemerken wir, dass bei einem Dreieck In—- und Umkreismittelpunkt genau dann
verschieden sind, wenn das Dreieck nicht gleichseitig ist, d.h. wenn d + e + f nicht der Nullvektor ist.
Also sind im Skalarprodukt (*) beide Vektoren vom Nullvektor verschieden, ist dies gleichbedeutend
mit PQ 1 UI. Das war zu zeigen.

3. Beweis (teilweise mit Vektorrechnung): Wir wahlen I als Ursprung und den Inkreisradius als
Einheit. Die Berthrpunkte des Inkreises an den Seiten a, b und ¢ seien mit T, T,, T, bezeichnet, wie
Ublich identifizieren wir Punkt und zugehérigen Ortsvektor. Der gerichtete Abstand d,(P) eines Punktes
P von einer Dreiecksseite x (xe€ {a,b,}) berechnet sich dann nach bekannten Formeln

(Hesse—Normalenform einer Geraden) mit Hilfe des Skalarprodukies zu d,(P) = T °( f —ﬁ)

=1- 7 °p , wobei wir fir Punkte P im Inneren des Dreiecks stets positive Werte erhalten. (Um dies
nachzuweisen, genigt es, dies fir einen beliebigen inneren Punkte nachzuweisen; am besten eignet
sich hierflr der sicher innen liegende Punkt I.)

Gilt nun fir zwei verschiedene innere Punkte P und Q, dass d(P) = d(Q), so ist

0 = Y(1-T,oP) - Y(1-T1o0) = X (TcQ-T,oP) = POQ(T, +T,+T,).

ab,c a,b,c ab,c

DaU#1, ist (T, +T,+T )# 0,und da P #Q, istauch PQ # 0. Also ist PO L(T, +T, +T ). Es ist also

noch zu zeigen, dass f +f,+f = \-UI mit einem geeigneten A # 0 ist:

Es sei 1\71 = 7 + T’b + 7 . Wir ergénzen die
Punkte T,IT, durch den Punkt C; zur Raute
T,IT,Cy; analog seien Punkte By und A; definiert.
Aus der Zeichnung kann man nun sofort ablesen,

dass 7, +7, = C,, also M, = C,+T. = A +T,
= E+f, Da alle f die Lange 1 haben, liegen Ay,

By und C; auf einem Kreis mit Mittelpunkt M;.
(Dieser hat tbrigens den gleichen Radius wie der
Inkreis.)

Der Schnittpunkt der Diagonalen in der Raute
T,IT,Cy sei Cy, die Punkte Ay und B, seien analog
definiert. Die Diagonalen einer Raute halbieren
sich gegenseitig, damit entsteht der Umkreis des
Dreiecks AgBoCo mit Mittelpunkt M, aus dem
Umkreis des Dreiecks A;B;C; mit Mittelpunkt M; durch zentrische Streckung mit Zentrum 7 und
Streckfaktor 1/2. Insbesondere liegen I und die beiden Mittelpunkte M; und M, auf einer Geraden.

Weiter ist aus Symmetriegrinden die Diagonale IC; Symmetrieachse im Drachen T,CT,I, d.h. diese
Gerade enthalt auch den Punkt C und T,C, ist Hohe im Dreieck CIT,. Dieses ist zudem rechtwinklig bei

T,; nach Kathetensatz gilt also E2 = E-E. Damit ist Cy das Bild von C bei der Inversion am

Inkreis. Entsprechendes gilt fir Ao und A sowie By und B. Weiter ist die Inversion kreistreu, also ist der
Umkreis von Dreieck AqByCy das Bild des Umkreises von Dreieck ABC. Insbesondere liegen die
Mittelpunkte von Umkreis, Bildkreis und Spiegelkreis, also U, I und M, auf einer Geraden. Zusammen
mit dem Ergebnis des vorigen Absatzes folgt, dass U, I und My auf einer Geraden liegen, dies war zu
zeigen.
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