BUNDESWETTBEWERB
MATHEMATIK

Bildung & Begabung

Aufgaben und Losungen

1. Runde 2018

» KORREKTURKOMMISSION | KARL FEGERT

» BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK

Kortrijker Strae 1, 53177 Bonn | Postfach 20 02 01, 53132 Bonn | Tel.: (02 28) 9 59 15-20, Fax: (02 28) 9 59 15-29
info@bundeswettbewerb-mathematik.de, www.bundeswettbewerb-mathematik.de

GEFORDERT VOM
Bundesministerium =
& fiir Bildung kS) KMK
und Forschung KULTUSMINISTER

STIFTERVERBAND KONFERENZ

GEFORDERT VON ‘t i
td Ia nx. GESAMTMETALL [N

e i
enieumachcls



BWM 2018 | Lésungsbeispiele [ ]
A

Aufgabe 1: Welches ist die groBte natlrliche Zahl mit der Eigenschaft, dass jede ihrer Ziffern auBer der
ersten und der letzten kleiner ist als das arithmetische Mittel ihrer beiden Nachbarziffern?

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Bemerkung: In der Aufgabenstellung und in den Beweisen mulsste immer formuliert sein, dass es sich
um die Ziffern bei Darstellung im Dezimalsystem handelt. Im Interesse einer besseren Lesbarkeit wurde
hierauf verzichtet.

Bezeichnungen: Eine nattrliche Zahl mit der Eigenschaft, dass jede ihrer Ziffern auBBer der ersten und
der letzten kleiner ist als das arithmetische Mittel ihrer beiden Nachbarziffern, nennen wir konvex. Die
gréBte konvexe Zahl sei mit N bezeichnet.

Antwort: Die gesuchte Zahl ist 96 433 469.

1. Beweis: Eine Zahl ist genau dann konvex, wenn fir beliebige drei aufeinander folgende ihrer Ziffern

a, b, ¢ stets b < a_erc gilt; dies ist wiederum &quivalent zu a — b > b —c, d.h. die Differenz zweier

aufeinander folgender Ziffern dieser Zahl — dabei ist immer "linke Ziffer minus rechte Ziffer" gemeint —
wird von links nach rechts immer kleiner.

Wie man leicht mit Kopfrechnen bestétigt, hat die Zahl 96 433 469 acht Ziffern und ist konvex. Die Zahl
N hat also mindestens 9 Ziffern oder sie hat 8 Ziffern und ist nicht kleiner als 96 433 469.

Zu jeder konvexen Zahl mit mehr als zwei Ziffern, deren Dezimaldarstellung nicht mit Ziffer 9 beginnt,
findet man leicht eine gr6Bere konvexe Zahl, indem man die erste Ziffer durch eine 9 ersetzt. Dann ist
die neu entstandene Zahl gréBer als die urspriingliche, und das arithmetische Mittel aus erster und
dritter Ziffer ist gréBer geworden, d.h. die neu entstandene Zahl ist ebenfalls konvex. Ebenso kann man
die letzte Ziffer — falls diese kleiner als 9 ist — durch eine Ziffer 9 ersetzen und erhalt ebenfalls eine
gréBere und konvexe Zahl. Wir wissen also, dass N mit einer Ziffer 9 beginnt und mit einer Ziffer 9 endet;
weiter wissen wir, dass die gesuchte Zahl mindestens 8 Ziffern hat.

Es ist klar, dass in der Dezimaldarstellung einer konvexen Zahl mit mehr als zwei Ziffern keine zwei
Ziffern 9 aufeinander folgen kénnen, d.h. die zweite Ziffer der gesuchten Zahl und die vorletzte Ziffer
sind kleiner als 9. Damit haben die oben genannten Differenzen zwischen aufeinander folgenden Ziffern
zunéachst einen positiven Wert, werden dann immer kleiner und sind schlieBlich negativ. Damit werden
von links die Ziffern der Zahl zunachst kleiner und irgendwann wieder gréBer, wobei es méglich ist, dass
héchstens einmal zwei gleiche Ziffern nebeneinanderstehen kénnen. Wir kbnnen somit die gesuchte
Zahl schreiben in der Form aiaz...aib1b2...b; mit 9 =a1>az2> ... >ax<b1<b2<...b; =9, dabeiistk +j
die Anzahl der Ziffern der gesuchten Zahl.

Fir die Differenzen aufeinander folgender Ziffern gilt
(@ —a2)+ ...+ (@—1—ax) = ar—ax < 9-0 = 9,analog bj—b1 < 9

Die gesuchte Zahl kann nicht neun oder mehr Ziffern besitzen, weil andernfalls mindestens vier der
oben genannten Differenzen positiv oder andere vier negativ waren. Dann wére aber die flinfte Ziffer
nicht groBer als 9-4-3-2-1 = -1, oder die letzte Ziffer gréBerals 0+1+2+3+4 = 10, was
beides nicht sein kann. Also besitzt N hdchstens acht Ziffern und die Differenzenfolge 3, 2, 1, 0, -1, -2,
-3 erzeugt — ausgehend von der ersten Ziffer 9 — die grdBte konvexe Zahl, ndmlich Zahl 96 433 469.
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2. Beweis: Wie man leicht mit Kopfrechnen bestatigt, hat die Zahl 96 433 469 acht Ziffern und ist
konvex. Die Zahl N hat also mindestens 9 Ziffern oder sie hat 8 Ziffern und ist nicht kleiner als
96 433 469.

Ersetzt man in einer konvexen Zahl mit mindestens 8 Ziffern, die nicht mit Ziffer 9 beginnt, die erste
Ziffer durch eine 9, so ist die neue Zahl groBer und sicher wieder konvex, weil b < @+)/2 < 9+9/5, Die
Zahl N beginnt also sicher mit Ziffer 9.

Eine Zahl ist genau dann konvex, wenn flr beliebige drei aufeinander folgende ihrer Ziffern a, b, ¢ stets
a+c

b<

gilt; dies ist wiederum aquivalentzu ¢ = 2b—a + 1. Istalso b = a, so werden die Ziffern ab

der Ziffer b nach rechts immer gréBer. Die Darstellung der Zahl N enthélt also zuerst eine fallende
Ziffernfolge und dann eine steigende.

Zu einer konvexen Zahl ab...cd, bei der die Ziffern nach rechts immer kleiner werden, betrachten wir die
"nach rechts gespiegelte Zahl" ab...cddc...ba. Sie hat mehr Ziffern, ist also sicher gréBer, und sie ist
sicher konvex, da auch and er "Nahtstelle" die Konvexitatsbedingung erfillt ist: aus d < ¢ folgt, dass
auch d < +9/5. Dies gilt auch umgekehrt: werden die Ziffern der konvexen Zahl dc...ba nach rechts
immer groBer, so ist die nach links gespiegelte Zahl ab...cddc...ba ebenfalls konvex.

Hieraus folgt, dass die Darstellung der Zahl N symmetrisch ist, d.h. von der Form ab...cddc...ba. Wére
namlich die Folge der aufsteigenden Ziffern kirzer als die der absteigenden, dann ersetzt man diese
Folge durch die Spiegelung der anderen Folge und erhélt eine konvexe Zahl mit mehr Ziffern, die also
gréBer ist. Und sind die Ziffernfolgen verschieden, dann verfdhrt man entsprechend: man ersetzt
diejenige Ziffernfolge, bei er zuerst eine kleinere Ziffer auftaucht, durch das Spiegelbild der anderen,
denn auch so erhélt man eine gréBere Zahl.

Zur Konstruktion von N geniigt es also, von allen konvexen Zahlen mit fallender Ziffernfolge und erster
Ziffer 9 die gr6Bte zu nehmen und dann nach rechts zu spiegeln. Dabei wahlen wir als folgende Ziffern
systematisch alle méglichen, die die Bedingung ¢ = 2b — a + 1 erflillen und héren erstens auf, wenn die
Differenz der Ziffern 1 ist, weil dann die nachste Ziffer entweder gleich ist oder bereits gréBer; wir hdren
zweitens auch auf, wenn wir die Ziffer 0 erreichen. Andere Zahlen lassen sich um weitere Ziffern
erganzen und so gréBer machen. Wir erhalten die Zahlen

98, 976, 965, 9643, 9521, 9520, 9532, 954 940, 9410, 9421, 943, 930, 9310, 932, 920, 921, 910.
Von diesen Zahlen ist 9643 die gréBte; wir spiegeln sie und erhalten so N = 96 433 469.
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Aufgabe 2: Bestimme alle reellen Zahlen x, fiir die 20 + x+18 = 1 gilt.
x+18 20

Erlauterung: Fir eine reelle Zahl z bezeichnet LZJ die gréBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.
Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Antwort: 1. Formulierung: Die Ldsungsmenge dieser Gleichungist L = 1-8;2[ U ]2;22].

2. Formulierung: Fir jede Zahl x mit —8 < x <22 und x # 2 ist die gegebene Gleichung erfillt, fiir alle
anderen Zahlen ist die Gleichung nicht erfullt.

1. Beweis: Sei A = A(x) := x;(1)8 , dann hat die gegebene Gleichung die Form LAJ+L%J = 1. Wir

unterscheiden 7 Falle:

Fall1: A < 0. Dann ist auch % < 0 und somit LAJ+{%J < (-1) + (1) = -2, jedes x mit A(x) < 0 also

keine Lésung.

Fall2: A = 0. Dannist % nicht definiert, jedes x mit A(x) = 0 also keine Lésung.

Fall 3: 0<As%. Dann ist % > 2 und LAJ%%J >20+2 > 1, jedes x mit 0 <A(x) <

Ldsung.

also keine

=

FaII4:% < A < 1. Dann ist 1<% <2, dh. LAJ+HJ = 0+1 = 1, jedes x mit %<A(x)< 1 ist
also eine Lésung.

Fall 5: A = 1. Dann ist % = 1, d.h. LAJ{%J =1+1 =2, jedes x mitA (x) = 1 ist also keine
Lésung.

Fall6: 1< A < 2. Dann ist %<% < 1,dh, LAJ+PJ =140 = 1,jedes xmit 1< 4 (x) < 2 st

A
also eine Lésung.

Fall 7: A 2 2. Dann ist 0<— < % d.h. LAJ%%J =2 2+0 > 1, jedes x mit A(x) = 2 ist also keine

Ldsung.

Damit gilt die gegebene Gleichung fir genau diejenigen x, fir die % < A(x) < 1 (Fall 4) oder fur die

1< A(x) < 2 (Fall 6). Diese x lassen sich nun leicht bestimmen:

Esist 1 <A <1 o +< 8 4 L 10-18<1<20-18 & -8 <x<2
> 2~ 20

. x+18

Esist 1< A(x) <2 o 1< 20 <2 & 20-18< x < 40-18 S 2 < x < 22,
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2. Beweis: Die beiden Briiche in den GauBklammern sind Bruch und Kehrbruch. Hétte einer von beiden
den Wert 0, dann ware der andere nicht definiert. Also kann keiner den Wert 0 haben und entweder
sind beide positiv oder beide negativ. Weiter wissen wir, dass beide ganzzahlig sind.

Die Zahl 1 kann nicht als Summe zweier negativer Zahlen dargestellt werden, und als Summe von zwei
nicht negativen Zahlen nur in der Form 0 + 1 oder 1 + 0. Notwendigerweise qilt also flr jede Zahl x
aus der Lésungsmenge (mit zuséatzlicher Argumentation kénnte man hier ein "entweder" einfligen):

20 |\ _ qund [0 (4) oder 20 \_ o und |28 _ 1 (m).
x+18 20 x+18 20

Offensichtlich sind aber auch alle x, die wenigstens eine der beiden Bedingungen A oder B erflllen,
Lésung der gegebenen Gleichung. Diese sind schnell ermittelt: Es gilt

20 =1 & 1< 20 < 2 s 12 x+18 > J— & 22 x> -8 und
x+18 x+18 20 2
18 o0y 4 8 <2

20 20

Bedingung (A) ist also erfillt fir genau die Zahlen x mit -8 < x < 2.
Weiter gilt (man beachte, dass der Bruch in der ersten GauBklammer den Wert 0 nicht annehmen kann):

L 20 J 20 x+18
= 1

< > 1 & x > 2 und
x+18 x+18 20

<2 & 2=<x<22

Lx+18J x+18
=1 &
20

d.h. Bedingung (B) ist genau fir die Zahlen x erflllt, fir die 2 < x < 22.

Zusammenfassend haben wir also L = ]-8;2[ U ]2;22].
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Aufgabe 3: Im spitzwinkligen Dreieck ABC wird der H6henschnittpunkt mit # bezeichnet. Die Héhe von
A schneide die Seite BC im Punkt H, und die Parallele zu BC durch H schneide den Kreis mit
Durchmesser AH, in den Punkten P, und Q.. Entsprechend seien die Punkte P, und Q, sowie P. und Q.
festgelegt.

Beweise, dass die sechs Punkte P,, Q., Py, Q». P. und Q. auf einem gemeinsamen Kreis liegen.

Bemerkung: Uber die Aufgabenstellung hinaus wird gezeigt, dass der Mittelpunkt des gemeinsamen
Kreises mit dem Héhenschnittpunkt zusammenfallt.

1. Beweis: Nach Konstruktion liegt der Punkt P, auf dem Kreis
mit Durchmesser AH,. Nach Satz des Thales ist dann das
Dreieck AP.H, rechtwinklig bei P,. Da P.H || BC und BC L AH,,
ist auch P,H 1 AH,, d.h. P,H ist HOhe im rechtwinkligen
Dreieck AP.H, auf die Hypotenuse AH,. Also gilt nach Héhen-
satz

PH = AH-HH,.

Die Punkte P, und Q. sind Schnittpunkte eines Kreises und
einer Geraden, die beide symmetrisch bezlglich. der Achse
AH, liegen. Also liegen Q, und P, symmetrisch beziglich der

Achse AH,. Insbesondere gilt O H = ﬁ und somit auch

.
QH = AH-HH, .

Analoge Uberlegungen ausgehend von den Punkten B bzw. C liefern die Gleichungen

J— 2

2 —_— 2 —2 P
PH = BH-HH, = QH und PH = CH-HH, = OQ.H .
Von hier kbnnen wir verschieden schlieBen:

Variante 1: Weiter sind AH,C und CH A beides rechtwinklige Dreiecke mit gemeinsamer Hypotenuse
AC, also liegen die Punkte H, und H. auf dem Thaleskreis Giber der Seite AC. Also erhalten wir nach
Sehnensatz und analogen Uberlegungen ausgehend von den anderen Héhen das Zwischenergebnis

AH-HH, = CH-HH, = BH -HH, . (%)

Variante 2: Es ist /BAH, = 90°- f = £ZH.CBund ZAHH, = ZH.HC, also sind die Dreiecke H,HC und
H.HA &hnlich; hieraus folgt sofort AH.HH, = CH-HH, und mit analoger Schlussweise ausgehend
von den Dreiecken H,HC und H.HB erhalt man ebenfalls (*).

Nach beiden Varianten folgt Q_Hz = QaHz = Psz = Qsz = PC_H2 = QL__qund hieraus, dass H
Mittelpunkt eines Kreises ist, auf dem die Punkte P, Q., P», Q», P. und Q. liegen. Das ist die Behauptung.

Bemerkungen: Der Zusammenhang (*) ist auch als Héhenabschnittsatz bekannt.

Aus der Tatsache, dass Q. und P, symmetrisch bezlglich der Héhe AH, (x € {a,b,c}) liegen, kann man
schon vor dem Nachweis der Existenz des gesuchten Kreises folgern, dass sein Mittelpunkt der
Hoéhenschnittpunkt des Dreiecks ABC sein muss.
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Aufgabe 4: Im Raum sind sechs Punkte gegeben, die paarweise verschiedene Entfernungen
voneinander haben und von denen keine drei auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Wir betrachten
alle Dreiecke mit Ecken in diesen Punkten.

Beweise, dass es unter diesen Dreiecken eines gibt, dessen langste Seite zugleich klrzeste Seite in
einem anderen dieser Dreiecke ist.

Bemerkung: Die vorgestellten Beweise gelten alle auch dann, wenn an jede Dreiecksseite irgendeine
"Entfernungszahl" ohne Berlcksichtigung einer tatsachlichen Realisierbarkeit im Raum geschrieben
wurde, d.h. ohne Berlicksichtigung der Dreiecksungleichung. Mir ist unbekannt, ob die Verwendung
dieser schéarferen Voraussetzung auch eine scharfere Aussage ermdglicht.

Bezeichnungen: Die sechs Punkte seien mit A1, A2, ... , As bezeichnet. Weiter werden wir im Laufe der
Untersuchung in bestimmten Dreiecken die klrzeste Seite rot farben. Da keine zwei Verbindungs-
strecken gleich lang sind, ist diese immer eindeutig bestimmt. In jedem Dreieck gibt es mindestens eine
geférbte Seite, es kann vorkommen, dass in einem Dreieck mehrere Seiten gefarbt sind und dass eine
Seite mehrfach geféarbt wird. Damit kdbnnen wir die Formulierung "eine Seite, die in mindestens einem
Dreieck die klrzeste Seite ist" abkiirzen zu "eine rote Seite". Wenn wir die Existenz eines Dreiecks mit
drei gefarbten Seiten nachgewiesen haben, sind wir fertig, weil dieses Dreieck eine langste Seite hat,
und diese ist — weil gefarbt — in einem anderen Dreieck kiirzeste Seite.

1. Beweis: Wir farben zu Beginn in jedem der Dreiecke die kiirzeste Seite rot. Vom Punkt A1 gehen finf
Verbindungsstrecken zu den anderen Ecken aus. Es kénnen also genau zwei Falle auftreten:

Fall 1: Drei oder mehr dieser Strecken sind rot gefarbt, 0.B.d.A. seien dies A1A2, A1A3 und A1A4 (in der
Figur dick gezeichnet). Das Dreieck A2A43A4 hat eine kirzeste Seite,
0.B.d.A. sei dies A243. Damit hat das Dreieck A1A2A43 drei rot gefarbte
Seiten, das war zu zeigen.

Fall 2: Nicht Fall 1, d.h. es sind weniger als drei Seiten rot geférbt. Dann sind
mindestens drei Seiten nicht gefarbt, 0.B.d.A. seien dies A1A2, A1A3 und
A1A4 (in der Figur dick gezeichnet). Da jedes der Dreiecke A1A2A3, A1A3A4
und A1A244 mindestens eine gefarbte Seite hat und da keine der von A1
ausgehenden Seiten gefarbt ist, miissen die Seiten A243, A3As und A4A2
alle gefarbt sein, d.h. das Dreieck A243A4 hat drei gefarbte Seiten. Das
war zu zeigen.

2. Beweis: Unter den Verbindungsstrecken gibt es genau eine Langste, 0.B.d.A. sei dies A14s. Wir
farben in jedem Dreieck die kiirzeste Seite rot. Es genligt die Existenz eines Dreiecks mit lauter roten
Seiten nachzuweisen, weil dann die langste Seite in diesem Dreieck rot und
damit gleichzeitig kiirzeste Seite in einem anderen Dreieck ist.

In jedem der Dreiecke A1446 (j = 2, 3,4,5) ist A14s die langste Seite, also
ist genau eine der Seiten A1A; oder AeA; klrzeste Seite, also rot geférbt. Also
gehen von den Punkten A1 und As insgesamt mindestens vier rote Strecken aus,
unter denen vier die Endpunkte A2, As, A4 und As haben. O.B.d.A. gehen von
Ecke A1 mindestens zwei rote Strecken aus. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Von der Ecken A1 gehen genau zwei rote Strecken aus, 0.B.d.A. seien
dies A1A2 und A14s. Dann sind A1A4 und A1As beide nicht gefarbt, aber AsA4 und
AsAs. Damit kann Im Dreieck A1A4As nur AsAs gefarbt sein, also ist im Dreieck
A4AsAe jede Seite rot gefarbt.

Fall 2: Von der Ecke A1 gehen mindestens drei rot gefarbte Strecken aus,
0.B.d.A. A1A2, A1A3 und A14s. Die kiirzeste Seite im Dreieck A2A3As wird gefarbt,
0.B.d.A. A243. Dann ist im Dreieck A1A2A43 jede Seite geféarbt.
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3. Beweis: Die gegebenen Punkte seien mit A1, A2, ..., As bezeichnet. Unter den 6 Punkten gibt es

6 6
2 3

strecken ist Seite in genau 6 —2 = 4 Dreiecken.

genau ( )= 15 Verbindungsstrecken, die genau ( ) = 20 Dreiecke bilden; jede der Verbindungs-

Wenn es darunter ein Dreieck gibt, in dem jede der Seiten in wenigstens einem Dreieck die kirzeste
Seite ist, dann ist die langste der drei Seiten dieses Dreiecks die langste in diesem Dreieck und damit
die gesuchte Seite mit beiden Eigenschaften.

Unter der Annahme, dass es kein solches Dreieck gibt, werden wir nachweisen, dass von den 15
Verbindungsstrecken mindestens 8 die kirzeste Seite in wenigstens einem der 20 Dreiecke sind, und
dass ebenso mindestens 8 der Verbindungsstrecken in mindestens einem der Dreiecke die langste
Seite. Weil 2 - 8 = 16 > 15, gibt es nach Schubfachprinzip mindestens eine Strecke, die sowohl kiirzeste
Seite in einem Dreieck als auch langste Seite in einem (anderen!) Dreieck ist.

Hierzu markieren wir in jedem der 20 Dreiecke die kiirzeste Seite, d.h. wir verteilen 20 Markierungen
auf 15 Seiten, dabei wird keine Seite mehr als 4 Mal markiert. Mit x sei die Anzahl der Seiten bezeichnet,
die wenigstens eine Markierung haben, dann ist 4x = 20, insbesondere ist x = 5.

Nun zdhlen wir in jeder Ecke A; (i=1, 2, ..., 6) die Anzahl der von ihr ausgehenden Strecken, die
wenigstens eine Markierung besitzen, ihre Anzahl sei k.. Da jede solche Seite genau zwei Endpunkte

6
hat, gilt 3"k, = 2x.

i=1

Wenn zwei von der Ecke A, ausgehende Strecken A,A; und A.A; beide mindestens eine Markierung
haben, dann kann nach Annahme die Strecke A,A, nicht kiirzeste Strecke im Dreieck A,AA; sein. Sie
kann also aus diesem Dreieck keine Markierung erhalten haben. Die Gesamtzahl solcher Paare von

6
Strecken ist Z(kz) fir jedes solche Paar sinkt die Maximalzahl an Markierungen flr irgendeine
i=1

Strecke um 1. Damit kdnnen wir schéarfer abschatzen, es gilt

3 6
4x — ;(’;) > 20 mit der Nebenbedingung ;ki = 2x.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Gleichung fiir x = 5, 6, 7 nicht erfillt werden kann. Hierzu verwenden wir
die Abschatzung (k2) > ki 1:

Flar x < 6 erhalten wir den Widerspruch

6 6
20 < 4x- Z(’E) S dx— (k1) = 4r—(2x-6) = 2r+6 < 18.
i=1

i=1
6

Fir x =7 bemerken wir noch, dass Zk‘. = 2x =14, d.h. es gibt ein k; = 3. Fir dieses k; gilt dann die
i=1

Abschatzung (7‘2) 2 k; , dies fUhrt zum Widerspruch

2

i=1

6 6
20 < 4x— Z(kf) < dx— (k1) +1 < 28— (14-5) = 19.
i=1

Der Beweis dafiir, dass auch mindestens 8 der Verbindungsstrecken langste Seite in mindestens einem
Dreieck sind, erfolgt in véllig analoger Weise, indem man das Wort "kiirzeste" durch das Wort "langste"
ersetzt.

Bemerkung: Den Fall x < 5 kénnen wir auch durch die erste Uberlegung im 4. Beweis ausschlieBen.
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4. Beweis: Wir werden nachweisen, dass es

— ein Dreieck gibt, in dem jede Seite klrzeste (oder langste) Seite in irgendeinem Dreieck ist.
Dann ist in diesem Dreieck die langste (die kiirzeste) Seite die gesuchte Seite;

oder dass

— es 8 Seiten gibt, die in irgendeinem Dreieck die kirzeste Seite sind. Dabei werden wir nur
Beweismethoden benitzen, bei denen "klrzest" und "ldngst" vertauscht werden kénnen. Dann
gibt es auch 8 Seiten, die in irgendeinem Dreieck die langste Seite sind. Weil 2 - 8 = 16 > 15, gibt
es nach Schubfachprinzip wenigstens eine Seite, die sowohl kiirzeste Seite in einem Dreieck als
auch langste in irgendeinem anderen Dreieck ist.

Wir wahlen die Bezeichnung der Punkte so, dass A14s die langste aller Strecken ist und A24s die l1&angste
der Verbindungsstrecken unter den von A1 und As verschiedenen restlichen Punkten. Angelehnt an die
nebenstehende Skizze, die auf tatsachliche Entfernungen keine Ricksicht nimmt, nennen wir die
Strecken A14s, A2As und AsA4 die waagrechten Strecken, die anderen sind schrdge Strecken. Zunachst
farben wir alle Strecken griin, spater werden wir einige Strecken, von denen wir wissen, dass sie in
irgendeinem Dreieck klrzeste Seite sind, rot umféarben. Es geniigt dann zu zeigen, dass es ein rotes
Dreieck gibt oder dass wir acht Seiten rot einfarben kénnen.

Hierzu betrachten wir die vier Dreiecke mit Grundseite A14s. Diese
Strecke ist die langste aller Strecken, kann also in keinem Dreieck
kirzeste Seite sein. Also ist von den beiden Strecken A1A; und AsA;
(i = 2, 8, 4, 5) die kiirzere die kurzeste Seite im Dreieck A14;4s. Analog
ist von den beiden Strecken A24; und AsA; (j = 3, 4) die kirzere die
kirzeste Seite im Dreieck A24;As. Keine der betrachteten Strecken
kommt in zwei Dreiecken vor, also haben wir bis jetzt durch Betrachten
von sechs Dreiecken unter den zwdlf schragen Strecken genau sechs
verschiedene gefunden, die in mindestens einem Dreieck kurzeste
Seite sind. Diese sechs Strecken farben wir rot (beispielhaft in der Figur,
die roten Strecken sind dick gezeichnet).

Es bleibt dann noch zu zeigen, dass wir entweder noch zwei weitere griine Strecken auf rot umfarben
kdnnen, oder dass es ein rotes Dreieck gibt, d.h. ein Dreieck, in dem jede Seite kiirzeste Seite wenigstes
eines Dreiecks ist. In diesem Dreieck hat die langste Seite die gesuchte Eigenschaft.

Wir wissen, dass die waagerechten Strecken noch griin sind. Weiter wissen wir, dass von den beiden
Strecken AsA2 und AsAs genau eine griin ist und die andere rot. Gleiches gilt fur die Streckenpaare AsA1
und AsAs, AsA2 und AsAs, AsA1 und AsAs, A2A1 und A24s sowie AsA1 und AsAs.

0.B.d.A. seien AsA2 und AsA1 grin (andernfalls vertauschen wir die
Bezeichnungen von A2 und As bzw. von A1 und As). Dann sind AsAs und
AsAs rot; und wenn AsAs ist rot ist, dann sind im Dreieck AsAsAe alle drei
Seite rot und wir sind fertig.

Fir die restliche Untersuchung gehen wir also davon aus, dass die
Strecke AsAs griin ist und deswegen die Strecke AiAs rot ist. Diese
Situation ist in nebenstehender Figur dargestellt (rote Strecken dick
durchgezogen, griine Strecken dick gestrichelt, von den dinn
gestrichelten Strecken sind genau drei griin). Von A4 gehen vier dlinn
gestrichelte Strecken aus, genau zwei davon sind rot. Die dabei
moglichen vier Falle werden in einer Fallunterscheidung untersucht:
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In allen vier Fallen beachte man, dass auch eine der beiden Seiten A1A2 und AsA2 rot ist. (In obiger
Skizze sind beide Strecken noch diinn gestrichelt.)

Fall 1: AsA1 und A4Az sind grin. Dann sind A4As und A4As rot und in den Dreiecken A2A3A4
und A1A3A4 alle Seiten griin. Wir farben in diesen beiden Dreiecken die kirzeste Seite rot. Falls
wir dabei zwei weitere rote Strecken erzeugt haben, sind wir fertig, weil wir acht verschiedene
rote Strecken nachgewiesen haben Falls nicht, haben wir in beiden Dreiecken die einzige
gemeinsame Strecke AzA4 rot gefarbt. Dann bedenken wir, dass auch AzAs und AsAe rot sind und
damit jede Seite im Dreieck AzA4As rot ist.

Fall 2: A4A2 und A4As sind griin: Da AsAs grin ist, ist AsA+ rot, also auch das Dreieck A1A4As.

Fall 3: AsA+1 und AsAs sind grin: Falls A246 rot ist, ist das Dreieck A24446 rot; und falls A246
grin ist, sind die Dreiecke A143A4 und A24s46 grln. Sie haben keine gemeinsamen Seiten, also
kénnen wir in beiden eine weitere Seite rot farben und haben so insgesamt acht rote Seiten.

Fall 4: As4Ae und As4As sind grin: Falls A2A1 rot ist, ist das Dreieck A1A244 rot, und falls A241
grin ist, sind die Dreiecke A1A243 und A4AsAs griin; und da sie keine gemeinsamen Seite haben,
kédnnen wir in beiden eine weitere Seite rot farben und haben so insgesamt acht rote Seiten.

SchlieBlich bemerken wir noch, dass wir im vorliegenden Beweis Uberall die Worte "kiirzest" und "langst"
vertauschen kdnnen.

5. Beweis (eine Zeichnung mdge man erganzen): Wir zeichnen zu den sechs Punkten nacheinander
die Verbinungsstrecken ein, und zwar in absteigender Reihenfolge ihrer Lédnge, beginnend mit der
Langsten. Wir héren auf zu zeichnen, wenn zum ersten Mal ein vollstadndiges Dreieck entstanden ist
(diese Situation wird sicher irgedwann eintreten). Die Endpunkte der zuletzt gezeichneten Strecke
bezeichnen wir mit A1 und A2, den dritten Punkt eines Dreiecks (evtl. kdnnen mit Einzeichnen der Strecke
A1A2 mehrere Dreiecke entstanden sein) mit As. Nach Konstruktion ist also A1Az2 kiirzeste Seite im
Dreieck A1A2A3 und es gibt kein weiteres vollsténdig eingezeichnetes Dreieck, das nicht die Strecke A1Az2
enthalt. Fir die weitere Uberlegung unterscheiden wir zwei Félle:

Fall 1: Es gibt einen weiteren Punkt A4, fiir den zu diesem Zeitpunkt weder die Strecke A1A4 noch A2A4
eingezeichnet ist. Dann sind diese beiden Strecken kiirzer als A1A2. Also ist A1A2 lAngste Seite im
Dreieck A1A244 und kiirzeste Seite im Dreieck A1A24s3.

Fall 2: Nicht Fall 1, d.h. jeder der drei restlichen Punkte A4, As und Ae ist zu diesem Zeitpunkt mit
wenigstens einem der Punkte A1 oder A2 verbunden. Nach Schubfachprinzip ist einer der beiden Punkte
A1 oder A2 mit wenigstens zweien dieser Punkte verbunden, 0.B.d.A. seien dies A1, A4 und As. Da bis
zu diesem Zeitpunkt nur Dreiecke mit Seite A1A2 vollstandig eingezeichnet sind, ist keine Seite des
Dreiecks AsA4As eingezeichnet, d.h. jede Seite dieses Dreiecks ist kiirzer als A1A2, A1As und A1As. Damit
ist die langste Seite im Dreieck AsA4As gleichzeitig kirzeste Seite im Dreieck, das sie mit der Ecke A+
bildet.

6. Beweis: Wir bezeichnen die Endpunkte der achtlangsten Strecke mit A und B, d.h. es sind genau
sieben der 15 Verbindungsstrecken langer als AB, wir nennen sie "lang". Ebenso gilt, dass genau sieben
Verbindungsstrecken kirzer sind, diese nennen wir "kurz". Ein Dreieck, das aus lauter kurzen oder
lauter langen Seiten besteht, heiBe kurz bzw. lang.

Die Lage der restlichen vier Punkte — sie seien mit C, D, E und F bezeichnet — klassifizieren wir danach,
ob ihre Verbindungsstrecken zu A bzw. B kurz oder lang sind und beschreiben dies mit zwei
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"Koordinaten" k bzw. . Die Bezeichnung C(k|/) soll bedeuten, dass die Strecke AC kurz, die Strecke BC
lang ist. (Dies kann man auch geometrisch beschreiben: C liegt innerhalb der Kugel um A mit Radius
AB, aber auBerhalb der Kugel um B mit Radius AB.)

Es sei zunachst bemerkt, dass es nur sieben kurze und nur sieben lange Strecken gibt, d.h. dass unter
den 16 Koordinaten héchstens sieben Mal der Buchstabe k auftreten kann, ebenso der Buchstabe !/
héchstens sieben Mal. Es kdnnen also nicht alle vier restlichen Punkte Koordinaten (k|k) haben,
ebensowenig alle die Koordinaten (/|1).

Fall 1: Es gibt einen Punkt mit den Koordinaten (k|k) und einen mit den
Koordinaten (l|), also C(k|k) und D(I|l). Dann ist AB kirzeste Seite im Dreieck
ABD und gleichzeitig langste Seite im Dreieck ABC.

Fall 2: Es gibt zwei Punkte mit den Koordinaten (k|{), also C(k|{) und D(k|l). Falls
CD kurz ist, dann ist das Dreieck ACD kurz und seine langste Seite bildet
zusammen mit dem Punkt B ein Dreieck, in dem diese Seite die kiirzeste Seite
ist; und falls CD lang ist; dann ist das Dreieck BCD lang und seine kirzeste
Seite die langste Seite in dem Dreieck, die diese Seite zusammen mit dem
Punkt A bildet.

Fall 3: Es gibt genau drei Punkte mit den Koordinaten (/|/) und weder Fall 1
noch Fall 2 tritt ein, also C(/|l), D(/|]), E(/,/) und 0.B.d.A. F(I|k). Dann ist die
Koordinate [ bereits sieben Mal vergeben, d.h. die sieben langen Strecken sind
genau AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE. Insbesondere sind die Seiten des Dreiecks
CDE alle kurz, damit ist die l&ngste dieser drei Seiten die langste Seite im
Dreieck CDE und gleichzeitig die klrzeste Seite in dem Dreieck, das sie
zusammen mit dem Punkt A (oder auch B) bildet.

Fall 4: Es gibt genau zwei Punkte mit den Koordinaten (/|/) und weder Fall 1
noch Fall 2 tritt ein, also C(I|{), D(I|l), 0.B.d.A. E(k|l) und F(I|k) (falls E(/|k) und
F(k|l) vorliegt, vertauschen wir im Folgenden die Bezeichnungen E und F).
Dann sind die sechs Strecken AC, AD, AF, BC, BD und BE lang, und da AE und
BF kurz sind, ist genau eine der sechs Verbindungsstrecken unter den Punkten
C, D, E und F lang und alle anderen kurz. Diese Unterfélle untersuchen wir
einzeln:

Fall 4.1: CD ist lang: Dann ist das Dreieck ACD und insbesondere seine kirzeste Seite lang, und
da AE, CE und DE kurz sind, ist die klrzeste Seite im Dreieck ACD langste Seite im Dreieck, das
diese Seite mit E bildet.

Fall 4.2: CE ist lang: (der Fall "DF lang" kann analog behandelt werden, indem man die Bezeich-
nungen A mit B, C mit D und E mit F vertauscht): Dann ist das Dreieck BCE lang und fir seine
Seiten gilt: BE ist langste Seite im Dreieck ABE, die Seite EC ist langste Seite im Dreieck EFC und
BC ist langste Seite im Dreieck BCF. Die kiirzeste dieser drei Seiten ist die gesuchte.

Fall 4.3: CF ist lang (der Fall DE lang analog): Dann ist das Dreieck ACF lang und AC langste
Seite im Dreieck AEC, CF ist langste Seite im Dreieck ECF und FA ist langste Seite im Dreieck
Dreieck AEF. Die restliche Argumentation erfolgt wie im Fall 4.2.

Fall 4.4: EF ist lang: Ein Blick auf die Figur bestétigt folgende Eigen-
schaft: Jede kurze Seite ist Seite eines Dreiecks mit zwei langen Seiten,
aber jede kurze Seite ist auch Seite eines kurzen Dreiecks. Nun wéhlen
wir von den kurzen Seiten die langste: Sie ist dann langste Seite in
"ihrem" kurzen Dreieck und kiirzeste Seite in dem Dreieck, das sie mit
zwei langen Seiten bildet.

Fall 5: Alle restlichen Falle, d.h. es gibt héchstens einen Punkt mit den Koordinaten (I|/) und nicht Fall 2.
Dann gibt es mindestens zwei Punkte mit Koordinaten (k|k). Nun vertauschen wir die Koordinaten k und
[ sowie die Bezeichnungen kurz und lang und fiihren den Beweis wie in den Fallen 1 bis 4.

Bemerkung: Der Satz gilt fir sechs oder mehr Punkte im Raum, nicht aber flr finf Punkte oder weniger.
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