BUNDESWETTBEWERB
MATHEMATIK

Bildung & Begabung

Aufgaben und Losungen

1. Runde 2020

Endgultige Fassung

» KORREKTURKOMMISSION | KARL FEGERT

» BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK

Kortrijker Strale 1, 53177 Bonn | Postfach 20 02 01, 53132 Bonn | Tel.: (02 28) 9 59 15-20, Fax: (02 28) 9 59 15-29
info@bundeswettbewerb-mathematik.de, www.bundeswettbewerb-mathematik.de

GEFORDERT VOM

Bundesministerium ? KMK
o)

fiir Bildung
KULTUSMINISTER
und Forschung STIFTERVERBAND KONFERENZ






BWM 2020 | Lésungsbeispiele

HO
A

Aufgabe 1: Beweise:

Es gibt unendlich viele Quadratzahlen der Form 50" - 50", aber keine Quadratzahl der Form
2020™ + 2020"; dabei sind m und n positive ganze Zahlen.

1. Beweis: Furn = 2kund m = 2k + 1 gilt
50m — 50" = 502%+*1 — 50% = 50%.(50-1) = (50F)2.49 = (50%.7)?2,

dies ist tatsachlich eine Quadratzahl; und da m, n und der Term (50 - 7)2 mit £ streng monoton wachsen,
sind diese auch alle verschieden.

Zum zweiten Teil der Aufgabe verwenden wir einen Hilfssatz Uber Reste, die Zahlen bei der Division
durch 3 lassen (Beweis am Ende):

HS: Die Summe bzw. das Produkt zweier Zahlen hat den gleichen Dreierrest wie die Summe bzw. das
Produkt der Dreierreste dieser Zahlen.

Aus dem HS folgt sofort: Der Dreierrest der Zahl 2020 ist 1, also hat jede Zahl der Form 2020 + 2020"
den Dreierrest 1"+ 1" = 2. Dagegen hat jede Quadratzahl den gleichen Dreierrest wie 0-0 =0,
1-1=1o0der2-2=4,alsoin jedem Fall 0 oder 1, niemals aber den Dreierrest 2.

Beweis des HS: Die Zahlen z1 und z2 mdgen die Dreierreste 1 bzw. r2 haben, dann gibt es ganze Zahlen
k1 und k2, sodass z1=3k1+r1 und z2 = 3k2 + r2. Die Aussage des HS folgt dann sofort aus der
Umformungen

z1+2z0 = 3k +r1 + 3k + 10 = 3(k1+k2)+l"1+r2

z1-z2 = (3k1+r1) - (3k2 +r2) = 3(3ktkz + r1 + 12) + r1ra.

2. Beweis (fiir Teil 2): Uber die Aufgabenstellung hinaus zeigen wir :
HS:Sei b=r-p mitrz2, pprim,p 2 r+ 3. Dannist b" + b" + ¢ fir alle m,n,q (r,m,n,q positivganz).

Dies gilt insbesondere fir die Zahl b =2020 = 20 - 101, da 101 prim istund 101 = 20 + 3.

Beweis des HS (durch Widerspruch): Bekanntlich ist eine Zahl genau dann Quadratzahl, wenn in ihrer
Primfaktorzerlegung jeder Primfaktor geradzahlig oft vorkommt.

Sei nun o™ + b" = ¢? eine Quadratzahl. Dann kann nicht m = n sein, denn es ist p prim und p 2 r + 3,
also taucht p in der Primfaktorzerlegung von r nicht auf. Also ist in 5™ + b = 2 "p™ die Zahl m gerade,
also kommt der Faktor 2 in 27" ungeradzahlig oft vor, was nicht sein darf.

Also ist m # n, 0.B.d.A. m>n, dann ist b”" +b" = b" (b?+ 1) = Pp(Fp?+ 1) mit d:=m -n=21. Weil
p = r+3ist und prim, ist p nicht Teiler von r, also ist n gerade, also ist »'p" Quadratzahl und somit auch
p? + 1, also gibt es eine positive ganze Zahl z mit #p? + 1 = 22,

Zwei positive Quadratzahlen unterscheiden sich um mindestens 3, also ist 7/p? keine Quadratzahl, also
d ungerade. Ferner ist rp? = z22-1 = (z+ 1)(z-1) das Produkt zweier Zahlen, die sich um 2
unterscheiden. Weil p2r+ 3, ist auch p?2 (r+3)? > ¥+ 3. Also ist p? # (z+1) und ¥ # (z +1),
also z+1 = p*undz—-1 = r"-p’ mit x,y<d undx+y=d. Hierausfolgt p|(z+1),p|(z—-1),
also teilt p auch (z+1) — (z—1) = 2, was im Widerspruch zu p = r + 3 steht.
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Bemerkung: Man kann fur Teil 1 scharfer argumentieren: Es ist 50" — 50" = 50" - (50"~"—1). In
diesem Produkt ist der erste Faktor gerade, der zweite Faktor ungerade. In der Primfaktorzerlegung von
507(50™-" — 1) gibt es also Faktoren 2, und diese sind alle in der PFZ von 50" enthalten. Ist also der
Ausdruck eine Quadratzahl, so muss n gerade und damit auch 50" eine Quadratzahl sein. Hieraus folgt
wiederum, dass auch (50"~ " — 1) Quadratzahl ist. Fir alle m —n > 1 ist aber (50"~" - 1) = -1 mod 4,
jede Quadratzahl hat aber Viererrest 1 oder 0. Also sind (m,n) = (2k+1;2k) die einzigen Zahlenpaare,
fur die 50™ — 50" eine Quadratzahl ist.

Die CATALAN’'sche Vermutung aus dem Jahr 1844 besagt: ¥* —/=1,p,g>22 = x=¢g=3, y=p=2.
Akzeptiert man den Beweis von PREDA MIHAILESCU aus dem Jahr 2002, kann man im zweiten Beweis
die Argumentation abklrzen: Die Voraussetzung rp > r + 3, p prim bendtigt man nicht mehr. Es gilt
b'+1= 22 also z2-b" = 1. Warenund>2, ware z=d=3 und b =2+ 2020. Also istd=1(d=0
scheidet von vorneherein aus), also ist b = z2 — 1. Das wird von b = 2020 nicht erfillt.

Damit hat die diophantischen Gleichung »™ + b" = 42 folgende Lésungsklassen (k> 0, r > 2):
b=2,m =2k+3und n=2k dannist 22+ + 22 = 22K23 + 1) = (3.2¢)?
b=2,m=n=2k+1,dann ist 22+1 4 22+1 = D2k+2 = (Dk+1)2

b=rr -1, m=2k+1,n=2k,dannist pZ+1+ p2k = p2k(2 1 +1) = (b)2
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Aufgabe 2: Konstantin zieht auf einem n x n — Schachbrett (n = 3) mit einem Springer mit mdglichst
wenigen Zigen vom Feld in der unteren linken Ecke auf das Feld in der unteren rechten Ecke.
Danach nimmt Isabelle diesen Springer und zieht von dem Feld in der unteren linken Ecke mit
mdglichst wenigen Zigen auf das Feld in der oberen rechten Ecke.

Fir welche n bendtigen beide dafiir gleich viele Zlige?

Hinweise: Der Springer darf nur wie im Schachspiel Ublich gezogen werden. Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu
begriinden.

Antwort: Der einzige Wert von »n , fir den beide gleich viele Ziige bendtigen, istn = 7.

Bezeichnungen: Mit K(») und /() sei die minimale Anzahl von Ziigen bezeichnet, die Konstantin bzw.
Isabelle bendtigen, um ihre Zielfelder zu erreichen.

Jedem Feld des Schachbrettes ordnen wir nicht-negative ganzzahlige Koordinaten zu: Das a—te Feld
von links in der b—ten Zeile von unten erhalte die Koordinaten (a — 1;b — 1). Das Feld in der linken
unteren Ecke ist also (0;0), das in der rechten unteren Ecke (rn — 1,0), das in der rechten oberen Ecke
(n—"1m-1).

Ahnlich wie bei der Beschreibung von Geometrie durch Vektoren bezeichne (x;y) je nach Kontext das
Feld (x;y) oder den Zug um x Felder nach rechts und y Felder nach oben. Der Springer zieht stets (+2;+1)
oder (£1;£2).

1. Beweis: Das Feld in der linken unteren Ecke bezeichnenwir | 2 | 1 | 4 3 314 4
mit /u, das in der rechten unteren Ecke mit »u und das in der 3 3 3 3
rechten oberen Ecke mit ro.

03 2(3(2(3/|4|3|4
Auf einem 7x7- und einem 3x3-Schachbrett beschriften wir 31213213 3
das Feld links unten mit 0, danach alle Felder, die wir von hier mit einem
Springerzug erreichen kénnen, mit "1", dann alle Felder, die von einem |2 |1 3123
solchen Feld mit einem weiteren Zug erreicht werden kénnen und noch nicht | 3 213 3
beschriftet sind, mit "2" usw. bis wir 7u und ro erreicht haben (vgl. Bild). Damit 0l3 302132
haben wir  schnell bestatigt, dass K(7) = I(7) = 4 und

2 = K(3) # I(3) = 4. Es genlgt also noch zu zeigen, dass aus K(n) = I(n), n > 3 stets n = 7 folgt.

Zunachst zeigen wir, dass »n ungerade sein muss: Das vom Springer besetzte Feld wechselt mit jedem
Zug die Farbe, d.h. eine Zugfolge besteht genau dann aus einer geraden Anzahl von Zigen, wenn
Anfangs— und Endfeld gleiche Farbe haben. Dies trifft fiir die Felder lu und ro stets zu, d.h. I(n) ist stets
gerade. Also muss auch K(n) gerade sein und damit auch die Felder /u und ru gleiche Farbe haben.
Dies ist genau dann der Fall, wenn n ungerade ist. Wir kdnnen deswegen » in der Form n = 4r +; mit
j € {1,3}, r = 1 schreiben, nach Vorgabe von » sind dabei » und ;j eindeutig bestimmt.

Konstantin muss ebenso wie Isabelle von einem Feld auf dem linken Rand ein gleichfarbiges Feld auf
dem rechts gegeniber liegenden Rand erreichen, Isabelle zusatzlich von einem Feld am unteren Rand
ein gleichfarbiges am oben gegenuberliegenden Rand. (Dies ist eine schwachere Forderung als in der
Aufgabenstellung vorgegeben).

Deshalb tberlegen wir, welche Mindestzahl und welche Art von Zigen man benétigt, dies zu erreichen.
Da man dabei mindestens n — 1 mal um ein Feld nach rechts (bzw. nach oben) voran kommen muss,
und man mit jedem Zug hdchstens zwei solche Schritte machen kann, bendétigt man sicher mindestens
Vo(dr +j—1) = 2r+ 01/, Zige.

Falls j = 1, sind dies mindestens 2r Zlge, und 2r Zige sind auch ausreichend, namlich 2r Zlge (2, + 1)
(bzw. (£1,2); bis auf Reihenfolge sind diese Zugfolgen die einzigen mdglichen. Konstantin kann durch

5
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Abwechseln der Zlige (2, + 1) und (2, — 1) auch tatsachlich das Feld ru erreichen. Isabelle kann aber
das Feld ro so nicht erreichen: Das Feld ro liegt sowohl auf dem rechts gegenuber liegenden Rand als
auch auf dem oben gegeniberliegenden. Also muss Isabelle mit 2 Zliigen (2, = 1) zum gleichen Feld
kommen wie mit 2r Zliigen (£ 1,2), d.h. Isabelle muss, weil das Schachbrett quadratisch ist, um gleich
viele Felder nach rechts wie nach oben vorankommen. Dies ist nicht moéglich, da man mit dieser
Zugfolge 2r Felder nach rechts (bzw. oben), aber um hochstens » Felder nach oben (bzw. rechts)
kommt. (Der Fall » = 0 ist ja ausgeschlossen).

Falls j =3, sind dies mindestens 2r + 2 Ziige (da 2r + 1 ungerade ist), und 2r + 2 Ziige sind auch
ausreichend, namlich fir den rechten Rand die zwei Ziige (1;+ 2) und (1;-2) gefolgt von 2r Zligen (2;+1);
fur den oberen Rand sind die beiden Koordinaten jeweils vertauscht. Bis auf die Reihenfolge sind diese
Zugfolgen auch die einzig moéglichen. Konstantin kann mit den Anfangszigen (1;+2), (1;-2) und
anschlieBendem Abwechseln der Ziige (2;+1) und (2,—1) auch tatsachlich das Feld ru erreichen, d.h.
fur Konstantin ist 2r + 2 die Minimalzahl an Ziigen. Isabelle muss also iberlegen, ob sie mit 2r + 2 Ziigen
sowohl den oberen als auch den rechten Rand erreicht. Mit zwei Zigen (1;+2) und 2r Zigen (2;+1)
kommt sie 4r + 2 Felder nach rechts und 2r + 4 Felder nach oben, mit der anderen Zugfolge um 4r + 2
Felder nach oben und 2r + 4 Felder nach rechts. Da das Schachbrett quadratisch ist, muss also
4r +2 =2r+ 4 sein, es folgt =1 und hierausn=4 -1+ 3 =7.

2. Beweis: (Abschatzung von I(n) nach unten und von K(n) nach oben): Wir ordnen jedem Feld (x;y) die
Zahl E(x;y) := x + y zu; das Feld links unten hat so den E-Wert 0, das Feld rechts unten n — 1, das Feld
rechts oben 2(n — 1). Da jeder Zug eines Springers von der Form (£1;+2) oder (+2;£1) ist, verandert sich
der Wert E des vom Springer besetzten Feldes um 3 oder +1, weitere Moglichkeiten gibt es nicht.
Insbesondere nimmt der E-Wert des vom Springer besetzten Feldes mit jedem Zug um héchstens 3 zu.

Es qilt I(n) = 2/3 -(n — 1): Isabelle zieht von (0;0) nach (n — 1;n — 1), dabei nimmt der E-Wert des vom
Springer besetzten Feldes um 2(n — 1) zu, also ist I(n) = 2/3 (n —1).

Esist n — 1 gerade: Der E-Wert des vom Springer besetzten Feldes nimmt mit den Ziigen abwechseind
gerade und ungerade Werte an. Jede Zugfolge zwischen zwei Feldern besteht genau dann aus einer
geraden Anzahl von Ziigen, wenn diese beiden Felder E-Werte gleicher Paritat haben. Da E£(0;0) = 0
und E(n — 1;n — 1) = 2(n — 1) beide gerade sind, besteht jede Zugfolge von Isabelle aus einer geraden
Anzahl von Ziigen. Es kann also K(n) = I(n) kann nur dann gelten, wenn die Zugfolge von links unten
nach rechts unten auch aus einer geraden Anzahl von Zigen besteht, d.h. wenn E(n —1;0) = n—1
gerade ist.

EsqiltK(n) < 'o(n+ 1): Wennn — 1 = 2 mod 4 ist, kann Konstantin mit den beiden Ziige (1;2) und (1;-2)
gefolgt von '/2(n — 3) Ziige abwechselnd (2;1) und (2;-1) das Feld rechts unten erreichen, dies sind
insgesamt 2 + /2(n — 3) = 1/2(n + 1) Zige. Wenn n — 1 = 0 mod 4, genligen sogar '/2(n — 1) Zige, ndmlich
1/2(n — 1) Zige abwechselnd (2;1) und (2;—1). Es sei noch bemerkt, dass wegen n = 3 stets '/2(n — 3) 20
ist, d.h. die angegebene Zugfolgen sind stets wohldefiniert, und da sie nicht tber die dritte Zeile fiihren,
kénnen sie auch auf jedem Schachbrett mit n = 3 ausgefuhrt werden.

Gilt also ?/3(n — 1) > '/2(n + 1), was aquivalent ist zu n > 7, so ist I(n) > K(n), also I(n) # K(n). Damit
genigt es, die Falle n = 3, 5, 7 zu untersuchen:

n = 3: Wir markieren alle Felder, die von (0;0) direkt erreicht werden konnen, mit"1", |5 | ¢
diejenigen Felder, die von hier direkt erreicht werden kénnen und noch nicht
anderweitig markiert sind, mit "2". Dann kann man ablesen: K(3) = 2, das Feld (2;2) 1
ist nicht mit 1 oder 2 beschriftet, also ist /(3) > 2. 0 2
n=>5: Es gilt K(5) < 2(5+1)=3 und I(5) = ?/3(5-1) = 2%/3. Da

zusatzlich die Zugzahl gerade sein muss, gilt sogar /(5) = 4 und 3 3 4
K(5) = 2. (Eine entsprechende Markierung der Felder eines |3 3 3
5x5-Schachbrettes wie beim 3x3-Schachbrett fihrt zum gleichen |2 (3|2 |3 3
Ergebnis.) 312130213 3
n = 7: Wir markieren die Felder des 7x7—Schachbretts analog wie im |2 | 1 31213
Fall » =3. Die Abschatzungen (7)== 2/3(n —1)=2/3(4-1) = 4und 3 E 3
K(7) < 2(n+1)="2(7+1) = 4 sind also scharf, es gilt also

I(7) = K(7). 0|3 31234
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3. Beweis (konkrete Berechnung der jeweils minimalen Zugzahl fir alle n): Wir schreiben n = 3k + i mit
ie{-1,0,1tundn=4r+; mit j € {0, 1, 2, 3}; nach Vorgabe von = sind , i, r, j eindeutig bestimmt. Wir
werden unten zeigen, dass mit diesen Bezeichnungen gilt:

1(3) = 4, fur n>3: I(n) = I(3k+i) = 2k
furj e {1, 3} K(n) = K@r+j) = 2r+j-1,
K(4)= 5, firn>4,;€{0,2}: K@#) = K@r+j) = 2r+1,

(Bemerkung: Auf dem 4x4—Schachbrett kann man das Feld (3;0) schon mit drei Zligen erreichen, wenn man Felder auRerhalb des Brettes benutzen
darf, und auf dem 3x3-Schachbrett das Feld (1;1) mit zwei Zlgen.)

Dann kénnen wir schlielen:
Fir n=3ist [(3)=4 # 2 =K(3)=2.
Fur j € {0, 2} qilt: K(n) ist stets ungerade, I(n) stets gerade, insbesondere I(n) # K(n).

Firn>3, je{1,3) git Kn) = I(n) <  3k+i
2k

4r +j () und
2r+j—-1.  (ll)

Auflésen dieses Gleichungssystems (2 - (Il) — (I) und Umordnen) ergibt k= i+;—-2.Dan>3,istk =1,
also i+ =3, gleichzeitig ist i +; <4. Es ist also k=1 oder k=2. Falls k=1, erhalten wir den
ausgeschlossenen Wert n=3-1-0=3. Fallsk = 2,istn=3-2+ 1= 7. Probe (sie vermeidet eine
Untersuchung, ob sie wirklich notwendig ist) ergibt, dass tatsachlich 1(7) = 4 = K(7).

Es fehlt noch der Nachweis fur die Richtigkeit der Funktionsterme I(») und K(n). Hierfur verwenden wir
die Bezeichnungen und Zwischenergebnisse aus dem 2. Beweis:

Dass 1(3) = 4 und K(4) = 5, bestatigt man durch Betrachten der endlich vielen méglichen Zugfolgen auf
dem 3x3- bzw. 4x4—Schachbrett. Fiir andere Werte » = 3 gilt (man Uberzeugt sich leicht, dass diese
alle nur Uber innere Felder des begrenzten Schachbrettes gehen):

Esgqiltfi(n) = /32 (n—1) = Y32 (Bk+i—1) = 2k +2/3(i— 1) = 2k —*/3; und da I(n) ganzzahlig und
gerade ist, gilt sogar I(n) = 2k. Andererseits gilt auch I(rn) < 2k, dies zeigen wir durch Angabe einer
konkreter Zugfolgen mit 2k Zigen:

Falls n =3k + 1, geniigen k Doppelzige [(2;1)(1;2)]= (3k;3k) = (n—1;n—1).

Falls n =3k + 0 genligen 4 Zige [(2;1)(-1;2)(2;1)(2;1)]= (5;5) gefolgt von (k — 2) Doppelziigen
[(2;1)(1;2)]; dies fuhrt zum Feld (5 + 3(k— 2); 5+ 3(k—2) = (3k—1;3k-1) = (n— 1;n—1); wobei
noch bemerkt sei, dass (k- 2) = 0, weil n > 3.

Falls n=3k-1 genlgen 4 Zige [(2;1)(-1;2)(2;—1)(1;2)] gefolgt von (k—2) Doppelziigen
[(2;1)(1;2)]; dies fuhrt zum Feld (4+3(k-2); 4+3(k-2) = (3k—-2;3k-2) = (n—-1;n-1);
wieder ist (k—2) =2 0.

Da mit jedem Zug die erste Koordinate um héchstens zwei zunimmt und Konstantin auf seinem Weg
diese Koordinate um »n — 1 vergroRern muss, ist K(n) 2 2-(n—1) = Yo (dr+j—-1) = 2r + -1/
und da K(n) ganzzahlig ist, gilt sogar K(n) = 2r und flr j € {2,3} sogar K(n) =2r + 1.

Falls j € {0,2} ist n gerade, also K(n) ungerade, sodass in diesem Fall stets K(n) = 2r + 1. Es ist aber
auch K(n) <2r+ 1, denn Konstantin kann in 2r + 1 Zigen stets das Feld (» — 1;0) erreichen:

Fir j=0, d.h. fir n=4r+0, genligen 2r+1=3+2(r—1) Zige: namlich die 3 Zige
[(2;1)(2;1)(-1;-2)] gefolgt von (r—1) Doppelzigen [(2;1)(2;-1)], was tatsachlich zum Feld
(3 +4(r—1),0)= (4r—1;0) = (n- 1;0) fihrt.

Fir j =0, also flr n = 4r + 2, ersetzen wir in obiger Betrachtung den dritten Zug (-1;-2) durch
(1;-2), dann fuhrt die Folge dieser 2r + 1 Zugen zum Feld (4 + 1; 0) = (n — 1,0).

Falls j € {1,3} ist n ungerade, also K(r) gerade, also mindestens so grof} wie die kleinste gerade Zahl,
die grofer oder gleich 2r + U~ "/2ist, d.h. es ist stets K(n) = 2r +j — 1. Esist aber auch K(n) <2r+;—1:
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Farj=1,d.h. firn=4r+ 1, genigen 2r + 1 — 1 = 2r Zlge, namlich
r Doppelziige [(2;1)(2;—1)], diese flihren zum Feld (47;0)= (n — 1;0).

Fiirj = 3, also fir n = 4r + 2, geniigen 2r + 3~ 1 = 2r +2 Ziige,
namlich zwei Ziige [(1;2),(1;-2)] gefolgt von » Doppelziigen [(2;1)(2;—1)], diese fiihren zum Feld
(4r + 2,0)= (n-1;0).

Bemerkungen: Farbt man Felder mit ungeradem E weif3, die mit geradem E schwarz, so erhalt man die
Ubliche Schachbrettfarbung.

Die Aufgabenstellung geht von einem begrenzten Schachbrett aus. Dies muss bei der Argumentation
bericksichtigt werden. Es kommt vor, dass die minimale Zugzahl zum Erreichen eines Eckfeldes kleiner
ist, wenn man auch Felder "aullerhalb" des begrenzten Schachbretts betreten darf. Auf dem 4x4-
Schachbrett kann man das Feld rechts unten dann mit drei anstatt mit finf Zigen erreichen, auf dem
3x3-Schachbrett kann das mittlere Feld ohne diese Grenzuberschreitung Uberhaupt nicht erreichen.
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Aufgabe 3: Die Strecke 4B sei der Durchmesser eines Kreises k£ und E ein Punkt im Innern von k. Die
Gerade AE schneide k auller in 4 noch im Punkt C, die Gerade BE schneide k auf3er in B noch im
Punkt D.

Beweise: Der Wert von AC- AE + BD - BE ist unabhangig von der Lage von E.

Vorbemerkung: Es gilt AC-AE + BD-BE = 4B .

Wenn E auf der Strecke 4B liegt, dann ist C = B und D =4 und die Aussage richtig, weil AC-AE + BD -
BE = AB-AE + BA-BE = AB-(AE + BE)= AB' unabhingig von der Lage von E ist. In einigen der
folgenden Beweise miisste dieser Fall gesondert betrachtet werden.

Falls E auf der Kreislinie liegt, ist E = C = D und wir erhalten den Satz des Pythagoras.

Die Aussage gilt weiter auch fur jede Lage des Punktes E in der Zeichenebene, solange ¢ < 90° und
£ < 90°. Wenn «a > 90° oder g > 90°, qilt die Aussage in modifizierter Form, es ist dann
|R‘~A_E - ﬁ~B_E| = 4B°. Dis ergibt sich, wenn man Langen als Langen gerichteter Strecken
deutet. Wenn z.B. g > 90° ist, dann liegt B zwischen D und E und genau einer der beiden Werte BD
und BE ist dann negativ, entsprechendes gilt fir « > 90°.

1. Beweis (Satz von Thales, dhnliche Dreiecke): Die Dreiecke BEC und >
AED besitzen beide einen rechten Winkel bei C bzw. D (Satz des
Thales) sowie den gleichen Winkel bei E (Scheitelwinkel), sind also .

ahnlich und somit gilt AE - EC = BE - ED (ersatzweise auch
begriindbar mit Sehnensatz). Weil £ im Innern des Kreises mit
Durchmesser 4B liegt, liegt E im Innern der Strecken AC und BD, es .

gilt AE + EC = AC und BE + ED = BD):

Zusammen mit dem Satz von Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken ECB und ACB ergibt sich:

AC-AE + BD -BE = (AE+EC)(AC-EC)+ (BE+ED) BE

= AE-AC - AE-EC+ EC-AC—-EC + BE + ED-BE

(AE-AC + EC-AC)+(BE —EC') + (- AE-EC + BE-ED)

R‘Z +R?2 +0 = 4B , was offensichtlich unabhangig von der Lage von F ist.

2. Beweis (mit raumlicher Erweiterung): Das Lot auf die Zeichenebene in E schneide die Halbkugel tiber
der Zeichenebene mit Durchmesser AB in E*. Dann schneiden die Ebenen AE*C, BE*D und AE*B diese
Halbkugel in Halbkreisen mit AC bzw. BD bzw. AB als Durchmesser. Nach Satz des Thales sind also
die Dreiecke AE*C, BE*D und AE*B rechtwinklig bei £*, und in den ersten beiden Dreiecken ist £ H6hen-
fuBpunkt, also gilt mit Kathetensatz und Satz von Pythagoras

AC-AE + BD-BE = AE* + BE* = AB = const.
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3. Beweis (2x Sehnen—/Sekantensatz): Der FulRpunkt des Lotes von E auf die Gerade 4B sei mit F
bezeichnet.

Nun haben die Vierecke 4FED und FBCE an den gegeniber
liegenden Ecken F und D bzw. F und C rechte Winkel, sie sind
also Sehnenvierecke. Also gilt AC-AE = AB-AF und auch
BD - BE = BF - BA; Addition ergibt (weil £ im Innern des
Kreises mit Durchmesser 4B liegt, liegt F im Innern der Strecke

AB und es gqilt AF + BF = E) zusammen mit dem
Sekantensatz:

AC-AE + BD-BE = AB-AF + BF-BA = AB-(AF + BF) = 4B .

Bemerkung: Die Argumentation kann auch fir die Lage "E auf 4B" Gibernommen werden. Dann ist
namlich F = E, 4 = D und B = C; auch dann liegen 4, F, E und D bzw. F, B, C und E auf einem (jetzt nicht
mehr eindeutig bestimmten) Kreis.

E ist der H6henschnittpunkt im Dreieck, das durch die Geraden 4B, AD und BC gebildet wird. Der Beweis
und damit die Aussage ist auch glltig, wenn E auBerhalb des Kreises k liegt und F im Innern der Strecke
AB, d.h. wenn « <90° und S <90°; die Punkte D und C liegen dann in anderer Reihenfolge auf dem
Kreis.

Variante: Sei G derjenige Schnittpunkt dieses Lotes mit dem Kreis, der in der gleichen Halbebene bez.
AB liegt wie die Punkte C und D. Da E im Innern des Kreises £ liegt, ist das Dreieck 4BG nicht entartet
und rechtwinklig bei G; die Strecke GF ist H6he und teilt es in zwei dhnliche Dreiecke 4GF und GBF auf.
Nun ist ZAGF = ZGBF = ZGBA = ZGCA (letzte Gleichung nach Umfangswinkelsatz). Also stimmen

die Dreiecke AEG und AGC in zwei Winkeln (iberein, sind also dhnlich. So folgern wir AG: AC = AE:
AG , und hieraus AG = AC-AE. Analog folgt BG = B_D~EE, durch Addition mit Pythagoras im
Dreieck AGB folgt schlieBlich AC-AE + BD-BE = AG + BG = AB = const.

Bemerkung: Die Variante erfasst ohne weitere Ergénzung auch den Fall "E auf AB".

4. Beweis (Sinus-Satz): Sei « = ZBAEund = ZEBA.Weil Eim Innern des Kreises mit Durchmesser
AB liegt, liegen E, C und D in der gleichen Halbebene bez. der Geraden 4B und es gilt ¢, < 90°. Weil

nach Thales ZACB = ZADB = 90°,ist AC = AB-cos(a) und BD= AB-cos(p).

Weiter gilt nach Sinus-Satz AE:BE:AB = sin(f): sin(a) : sin(a + B), also AE= AB " ua+ p und
BE = AB "9 .+ p. Dies setzen wir zusammen zu

—_ — sin(B) — sin(a)

AC-AE + BD -BE = ABCOS(Q)ABm‘l‘ABCOS‘(B)ABm
:EZ . cos(a)sin(ﬁ)+cas([3)sin(ot) _ EZ . sin(ot+[3)
sin(o+p) sin(o+B)

= 4B, dies ist unabhéngig von der Lage von E.

Die Beweisflhrung ist fur alle Lagen von E giiltig, bei denen «, < 90°, also bei denen E, C und D in
der gleichen Halbebene bez. der Geraden UB liegen. Wenn z.B. > 90°, dann liegen D und E in
verschiedenen Halbebenen bez. 4B und es gilt BD= AB-cos(180° — ) = AB-(—cos(p)).

10
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5. Beweis (Variation des Beweises fiur den Satz des Pythagoras von Euklid): Mit |X...YZ| sei der
Flacheninhalt des Vielecks X...YZ bezeichnet. Wir errichten nun Gber der Seite AC des Dreiecks ABC

nach auflen ein Rechteck ACE1E2 mit A_E=E2; und iiber der Seite BC ein Rechteck BF1F2D mit BE =
B_E . Die Senkrechte zu 4B durch E schneide AB in F.

F
E

A\\/LF B

G

H

A\\/LF B

G

H

F
£

G

H

E

G

Fa

H

Weil BE1 || AE2 und C € BE1, ist |E24C| = |E24B|, eine Drehung um 90° um 4 Uberfihrt Dreieck E24B in
das flachengleiche Dreieck EAG, wobei AG L AB und AG = AB; schlieBlich hat auch das Dreieck FAG
den gleichen Flacheninhalt.

In analoger Weise Uberfuhren wir das Dreieck F1DB in ein flachengleiches Dreieck FHB mit BH 1 AB
und BH = AB. Dies setzen wir zusammen zu

AC-AE + B = 2|E24C| + 2|F1DB| = 2|E24B| + 2|F14B]
= 2|EAG| + 2|EHB| = 2|FAG| + 2|FHB|
= |AGHB| = 4B".

6. Beweis (Pappus): Wir errichten Uber der Seite AE des

Cr=D,

Dreiecks ABE nach auften ein Rechteck AEC1C2 mit AC=AC ,

und analog Uber der Seite BE ein Rechteck EBD1D2 mit BD
= BD, . Der Ausdruck AC - AE + BD - BE beschreibt also den
Gesamtflacheninhalt dieser beiden Rechtecke.

Der Schnittpunkt der Geraden C1C2 mit der Senkrechten auf 4B
durch E sei C¢*, der Schnittpunkt von DiD2 mit dieser
Senkrechten sei D>*. Nach Konstruktion ist AC = E_C1 ferner
/BAC = ZC1*EC1 und LZACB = Z EC1C1*, also sind die Dreiecke
ABC und EC1*C1 kongruent, insbesondere W=E. Mit analoger Schlussweise leitet man her, dass

auch ED, * = AB, also gilt D2* = C1*.

Weil AE || C1C2, und C1* € C1C2, kdbnnen wir das Rechteck AEC1C2 einer Scherung unterwerfen, die es
in ein Parallelogramm AEC+*C2* Uberfihrt, der Flacheninhalt bleibt dabei konstant. Analog Uberfiihren
wir das Rechteck EBD1D2 in ein flachengleiches Parallelogramm EBD+1*D2*. Diese beiden Parallelo-
gramme haben die gemeinsame Grundseite EC1* = ED2* und weil AC2* || BD1* || EC1* L AB, haben sie

die Gesamthdhe 4B. Der Gesamtflacheninhalt ist also 4B , unabhangig von der Lage von E, das war
zu zeigen.

7. Beweis (Aquivalenz der Aussage mit dem cos—Satz im Dreieck ABE, Variation des 3. Beweises): Weil
E im Innern des Kreises mit Durchmesser 4B liegt, ist ¢ > 90° und E liegt sowohl zwischen 4 und C als

auch zwischen B und D, sodass AC = AE+EC und BD = BE+ED.

11
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Im Dreieck ABE verwenden wir die Ublichen Bezeichnungen
a= BE, b= AEund e= AB fir die Seiten und ¢ fur den
Innenwinkel bei E. Die Dreiecke EBC und AED sind bei C bzw. D
rechtwinklig (Satz von Thales), beide haben bei E den
Innenwinkel 180° — & < 90°. Somit ist

cos(e) = —cos(180°-¢) = _EC _ _E_
a

Mit cos—Satz im Dreieck ABE erhalten wir
AB° = €2 = a2+ b2 2ab- cos(&) = a(a + (—b-cos(¢))) + b(b + (— a-cos(e)))
= AE-(AE+EC)+BE-(BE+ED) =AC-AE + BD-BE

tatsachlich unabhéngig von der Lage von E.

8. Beweis (vektoriell): Wir wéhlen den Mittelpunkt der Strecke AB
als Ursprung O, definieren AO=0B=r, OC =c, OD =d und
normieren |r| = 1. Da die Punkte C und D auf dem Kreis um O mit
Radius r liegen, gilt auch |c| = |d] = l,alsor2=c? = d? =1 und
AB = 2. Weiter liegt E auf den_Geraden AC und ﬂ) also gibt es K ; s ; 75
reelle Zahlen A und g, sodass AE = A(c +r) und BE = x(d —r).

Dann ist 2r= AE - BE = Mc+r)—pud-r), also (2-(A+ w)r = Ac — pd.

Weil ZBAE < 90° und ZEBA < 90° (dies ist fur jede Lage von E innerhalb des Kreises mit Durchmesser
AB erfillt), sind die Vektoren AC und AE gleichgerichtet, ebenso die Vektoren BD und BE, sodass
AC - AE = AC - AE und ebenso BD -BE = BD -BE. Einfache Rechnung ergibt nun:

AC-AE + BD-BE =AC-AE + BD-BE = A(c +1)2+ u(d —r)?
Ac2 + 2Jcr + A2 + pd? — 2udr + g2 = 2(A+ ) + 2r(Ac — ud)

2

2+ 1) +2r(2 - (A+ @) = 2(A+ ) +4r2—2r2(A+ ) = 4 = AB’,

dies ist unabhéngig von der Lage von E.

Bemerkungen: Der letzte Beweis zeigt, dass fir « < 90°und g < 90°die Aussage auch dann gilt, wenn
E auRerhalb des Kreises liegt. Wenn entweder « > 90° oder g > 90°, gilt die Aussage, wenn man die
Streckenlangen als Langen gerichteter Strecken versteht. Dann liegt entweder E nicht zwischen A und
C oder E nicht zwischen B und D und die Aussage wird zu

|AC-AE - BD-BE| = AB-|AF - BF| = AB.

Auf dieses Ergebnis kommt man auch, wenn man im dritten Beweis zulasst, dass F aufRerhalb der
Strecke AB liegt. Der Punkt E liegt dann z.B. nicht mehr zwischen B und D, d.h. die Strecken BD und BE
sind dann verschieden gerichtet.

Die Lage von E spielt in den Beweisen an zwei Stellen eine Rolle: Bei den meisten Beweisanséatzen
muss der Fall "E auf AB" gesondert betrachtet werden, ebenso muss Uberlegt werden, ob E zwischen A
und C liegt und/oder auch zwischen B und D.

12
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Aufgabe 4: Die Folge (a,) ist rekursiv definiert durch

a1=0,a2=2,a3=3 sowie a, = [max a;-a, , fur n 2 4.
<d<n

Bestimme die Primfaktorzerlegung von a19702020?

Hinweise: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.
Der Ausdruck max a, -a,_, bezeichnet den groRten Wert aller Zahlen a1 - a,-1, a2 - a,-2, ... , a,-1 - ax.

0<d<n

Ergebnis: Es gilt as, = 3*furalle k=1, also a1e702020 = a3.e567340 = 36567340,

1. Beweis: Zunachst vereinfachen wir die Rekursionsformel. Keines der q; ist negativ und es ist a1 = 0.
Somit ist sicher 0 =a1a,1 < aq; fir alle 2<i;<n-2, und da n =4, gibt es immer ein Indexpaar
(iy) # (1,n—1). Also ist es unndtig, fir die Bestimmung des Maximalwertes aller Produkte aqa,« das

Produkt a1a,-1 zu untersuchen und es genugt es, Werte d mit 2 < d < n — 2 zu betrachten. Dies kann man
sogar weiter auf Werte 2 < d < "/> einschranken, da mit wachsendem d jedes Produkt a, - a,-« mitd > "/2
schon als Produkt ag - a,- mit d'=n — d < "/2 untersucht wurde. Somit kbnnen wir die Rekursionsformel
auch schreiben als

ay, = max a,-a, , furallen=4.

2<d<?
2

Wir werden mit vollstéandiger Induktion nach n zeigen, dass a, = 3a,-3 flur alle n 25. Zusammen mit
az=2,as=3und as =4 =22 folgt sofort, dass a,+s = a, - 3" fur alle k= 0; also

az+z = 2V 3K asy = 3-3F = 31 und asss = 22- 3..flralle k20,
und hieraus das oben angegebene Ergebnis.
* Induktionsanfang: Die Aussage ist richtig fir n € {5, 6, 7, 8}: Einfache Rechnung ergibt namlich:

a1 =0, a2 = 2, az = 3,

as = zr:lffiad -a, ; = max{azaz} = max{2-2} = 4,

as = szfEad.aSﬂJ = max{axas} = max{2-3} = 6 = 3a
as = 2}1151ic§ad~a6,d = max{azas, azazs} = max{2-4, 3-3} = 9 = 3as,
ar = 2m:{1xZ a,-a, , = max{azas, asas} = max{2-6, 3-4} =12 = 3as,
as = max a,-az, = max{azas, asas, asas} = max{2-9, 3-6, 4-4} =18 = 3gs.

2<d<—
2

* Induktionsannahme: Fir ein bestimmtes »n = 8 sei die Aussage richtig flr alle Zahlen 5, 6, 7, ... n.

* Induktionsschluss:  Dann ist die Aussage auch richtig fir » + 1. Es gilt namlich

= . :1 . . :2 . . =
et = MAX A4 0, 4, ) max a,-3-a,. 4 )3 max @, a, , , = 3an2.
ZSdST ZSdST ZSdST

n—

DFirnz8istn+1-d 2 (n+1)- 0 = (", > 4 5; und da der Index ganzzahlig ist, sogar
n+1—-d 2 5. Also konnen wir auf a,+1-4 die Induktionsannahme a,+1-« = 3-ay+1-a-3
anwenden.

13
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2 Es wiirde sogar 2 <d < % genugen.

Zur lllustration konkret fur as : Esist a9 = max. a, - dg ;= max{azaz, asas, asasy
2<d <=
2

= max{az2-3-a4, a3-3-a3, as-3-a2,} = 3 - max{ azas, azas, asaz} = 3as.

2. Beweis: Wir werden zeigen, dass fir alle n 22 stets a, = asn-;, = 2-3"7 (n22, je{0, 1, 2}, das
Paar (m,) ist nach Vorgabe von n eindeutig bestimmt). Insbesondere ist dann

(19702020 = a3.6567340-0 = 3967340,

Zunachst stellen wir fest, dass keines der a; negativ ist, fernerist a1 = 0. Somit ist sicher 0 = a1a,1 < aiq;
furalle 2 <i;j <n-2,und da n 2 4, gibt es immer ein Indexpaar (i,j) # (1,n—1), also ist es unnétig, fur die
Bestimmung des Maximalwertes aller Produkte aqa,-« das Produkt a1a,-1 zu untersuchen. Somit kbnnen
wir die Rekursionsformel der Folge (a,) einfacher schreiben als

an = max a,-a, , furallenz4.
2<d<n-2

Nun betrachten wir die Folge (b,), n =1,2,3,... mit b3,-; = 2-3"/, je{0,1,2}, m=1,2,3,....
Jedes Glied dieser Folge ist eindeutig definiert. Weiter gilt a2 = 2 = 2'-3'"-1 = b3.1_4y = b2 und
a3 = 3 = 2°-3" = b3.1_0 = bs. Um nachzuweisen, dass a, = b, fir alle n =2, genugt es also, noch
zu zeigen, dass beide Folgen die gleiche Rekursionsformel fiir n = 4 besitzen, d.h. dass

b, = max b,-b,_, firallenz4.
2<d<n-2

Hierzu vereinfachen wir das Produkt b4-b,-4 fir alle » und 2<d<n-2, wobei wir die Falle
m = 0, 1, 2 mod 3 unterscheiden und in diesen Fallen die Unterfalle d = 0, 1, 2 mod 3.

Fall 1: n=3m, (m =2, wegenn =4 muss m < 2 nicht untersucht werden):

d = 3k: ba-bn-a = b3k-0-b3xm-n-0 = 20.3k. 20.3m-k = 20.3m
d=3k+1. byg-byi-a = bag+1)-2" bam-(i+1) = 22.3k1. 21.3m-k-1 = 28.3m-2,
d=3k+2: bg-bi-a = bag+1)-1 bam-(3k+2) = 21.3k+1-1. 22.3m-k-2 = 23.3m-2

Esist stets 23-37-2 =8-3"-2 < 9.3"-2 = 20.3" und der Unterfall d = 3k kommt fiir jeden
Index n = 4 vor (namlich mindestens flr k£ = 1), also gilt

bsw = max b, -b = 20.3" = p3,-o.
" 2<d<3m-2 ¢ md "

Fall 2: n=3m+1mit m=1, also n=3(m+1)-2:

d = 3k: bi-bui-a = b3k-0- b3m+1)-2-3k = 20.3k. 22.3m+1-k-2 = D2.3m-1
d=3k+1: ba-bi-a = bak+1)-2- b3m+1)-2-(3+1) = 22.3k1. 20.3m-k = 22.3m-1,
d=3k+2: by-bi-a = b3+1)-1-b3m+1)-2-@k2) = 21.3k+1-1.21. 3m-k-1 = 22 3m-1
also gilt b3u+1 = zgdgg?gﬁ),z,zbd'b&"”*d = 22.3"1 = bayu+t)-2 .

Fall3: n=3m+2 mit m=1, alson = 3(m+1)-1:

d=3k: ba bn-a = b3-0-b3m+1)-1-3 = 20.3F. 21.3m-ke1-1 = 1. 3m
d=3k+1: by-bu-a = bag+1)-2- b3(m+1)—1-@k+1) = 22.3k1. 22.3m-k-1 =24.3m"-2,
d=3k+2: by-bi-a = b3w+1)-1- b3m+1)—1-(@3k+2) = 21.3k+1-1.20. 3m-k =2'.3",

Esiststets 24.37-2 =23.21.3"-2 < 32.21.3"-2 = 21.3",
und der Unterfall 4 = 3k + 2 kommt fUr jeden Index n = 4 vor (z.B. fUr £ = 0), also gilt

= . = 1.3m = I
b3 +2 ZSdZégI{Z—Zbd by, 4 2'.3 bam +1)-1, das war zu zeigen.
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3. Beweis: Wir schatzen a, nach unten ab: Nach Konstruktionsvorschrift ist sicher a, > aqa.-« fur alle
0<d<n, also a,>asa,s > az’a,6>...>as" a,3. Flr k="3-(19702 020 - 3) = 6 567 339 erhalt
man SO a19702020 > a3®967339 . g3 = 36567340

Nun schatzen wir a, nach oben ab: Da a1=0, aber a2=2>0und a3 =3 >0, kann jedes a, mitn > 2
geschrieben werden in der Form a, = 2)-3"® f{ir geeignete x(n),y(n) = 0. Fir diese beiden Exponenten
gilt scharfer: 2x(n) + 3y(n) = n, was wir mit vollstandiger Induktion schnell zeigen: Die Aussage ist richtig
fir i=2 und i=3. Und wenn sie richtig ist fir alle 2<i<n—-1 mit n>4, dann gilt a, = asa,-a
= 2x(@).31d). 2x(1-4). 3"~ 4) f{jr ein geeignetes 2 < d < n — 2. Also gilt mit geeigneter Wahl von 4 und nach
Induktionsvoraussetzung  2x(n) + 3y(n) = 2[x(d) + x(n — d)] + 3[(d) + 3y(n —d)] = d+(n—-d) = n.

Ferner gilt 2x.3" = 8/ 26-93).30"+2) < 20:=3)-30°+2)  gleichzeitig ist 2x + 3y =2(x — 3) + 3(y + 2). Der
Ausdruck 2*-3” nimmt also unter der Nebenbedingung x,y > 0, 2x + 3y = n seinen maximalen Wert an,
wenn x€{0, 1,2}. Wenn »n durch drei teilbar ist, ist dies fir y="3 und x=0 der Fall. Fir
n=19702 020 = 3 -6 567 340 gilt also a, < 20 - 36567340 Dies ist der gleiche Wert, durch den a, nach
oben abgeschatzt wird, also gilt Gleichheit.

Bemerkung: Mit den Argumenten des 3. Beweises kdnnen wir die explizite Formel
an = asy-; = 2-3"77 (n22, je{0,1,2})

aus dem 2. Beweis ebenfalls herleiten. Fiir j = 0 liest sich die Abschatzung nach

unten as,> a3™ a3’ = 37, firj =1 erhalten wir a3, -1 > az3™ 'ax' = 2'-3"~1 fiir;j = 2 erhalten
wir nach Berechnung von a4 = 22 (da a1 = 0, verwenden wir die scharfere Abschatzung mit a4) mit

m 2 2 schlieBlich as, -2 > a3™ 2a4®> = 22 - 3”2, Mit dem Nachweis, dass diese Abschatzungen nach
unten zum gleichen Wert fihren wie die Abschatzungen nach oben, sind wir fertig.

Setzt man a1 = #/3 und Iasst alle anderen Bedingungen unverandert, so erhalt man fiir » = 2 die gleiche
Folge. Dann gilt die Beziehung a, = 3a, -3 schon flr » = 4, und im 2. Beweis gilt auch b1 = a1, sodass
der Induktionsanfang nur fir n < 4 gezeigt werden muss.
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Bildung & Begabung

Statistik zur 1. Runde 2020

Bundeslanc Stufe <8 Stufe 9 Stufe 10 Stufe 11 Stufe 12 Stufe 13

Baden-
Wiirttemberg

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

21

-

47
4
3
7

28

(18

57 (11)

N
Waho

(14)

N= 2O

10 (3)

1
5 (1)

Bayern

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

w

-

48
7
4
6

20

-

BW =2
—

—
m~e N [ ~—~

QIaWW | N=

-

4 (1

Berlin

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

= AW 2O (O

-

1

-
—
[N

-

W

Brandenburg

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

IS

(2)

N | OOI=m=aWw | ON=BRN | O

RGN

(2)

-
NE NDW | NWWNOT | OO0

N
SNNWO | N=2NoOYO) | ONOoOOh | OO~

Bremen

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

1

-
N | WoO==00 | ONNOIOT

N

-

=N

Hamburg

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

aa am

1

w

N

aan

ENCENAIN]
—_—
=3

N

Hessen

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

-
w=aNOIGg

(3)

-

(10)

{5

=

-

-
oY Wb

aa

Mecklenburg-
Vorpommern

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

= N | o=

(1
(1

w | W o’;

-

-

W= N©O
== O | ONWOD | woONOI=

Niedersachsen

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

M

(3)

(1)

o]

(2)

-

Nordrhein-
Westfalen

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

(5)
M
(2)

N

-

—~———

SoON—=

(13)

a

PN

Rheinland-Pfalz

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

A AW o =~ o N

W | OOWWO | N =N

2

—_~
RN

-
=0 | (WU | W=N N

©
—
«

-
AOIWOGIO | ORDNAN | OWaBhW

N=aaao | Ao

Saarland

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

= NGO | BN

—_—
=N

-

Sachsen

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

1

1

1

1

N

-
GN=hO

—_

=N =20

—_

(2)

1

NN

=

-

Sachsen-Anhalt

Teilnehmer(innen)
1. Preis

2. Preis

3. Preis
Anerkennung

W | = W

(2)
1

= N

w

-

Schleswig-
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