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Aufgabe 1: Leo und Smilla finden 2020 Goldnuggets mit den Massen 1, 2, ..., 2020 Gramm, die sie
nach folgender Regel auf eine rote und eine blaue Schatztruhe verteilen:

Zuerst wahlt Leo eine der Schatztruhen und nennt Smilla die Farbe der Truhe. Anschliefend wahlit
Smilla eines der noch nicht verteilten Nuggets und legt es in diese Truhe.

Dies wiederholen sie, bis alle Nuggets verteilt sind. Danach wahlt Smilla eine der beiden Schatztruhen
und bekommt alle Nuggets in dieser Truhe.

Wie viel Gramm Gold kann Smilla auf diese Weise mindestens flr sich garantieren?

Bemerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Ergebnis: Smilla kann garantieren, dass sie mindestens 1.021.615g Gold erhalt.

Beweis: Zuerst geben wir eine Strategie fur Leo an, mit der er verhindern kann, dass eine der beiden
Truhen mehr als 1.021.615 g Gold erhalt. Er wahlt jedes Mal, wenn er an der Reihe ist und die beiden
Truhen verschiedenes Gewicht an Gold enthalten, diejenige mit weniger Gold; und wenn beide Truhen
gleich viel Gold enthalten, eine beliebige. Da Smilla bei jedem ihrer Zlige héchstens 2020g Gold in eine
Truhe legen kann, ist mit dieser Strategie nach jedem ihrer Ziige die schwerere Kiste hochstens um
2020g schwerer, d.h. um héchstens 1010g schwerer als der Mittelwert aus beiden Gewichten. Am Ende
ist das Gesamtgewicht des Goldes in den beiden Kisten nach bekannter Summenformel
1g +2g + ... + 2020g = /> - 2020 - 2021g, also hat die schwerere Kiste am Ende héchstens das Gewicht
1/2-2020 - 2021g - /2 + 1010 = 1.021.615g.

Nun geben wir eine Strategie fir Smilla an, mit der sie verhindern kann, dass beide Truhen weniger als
1.021.615g Gold enthalten. Sie legt das Nugget mit 20209 zur Seite und verteilt die restlichen Nuggets
so in zwei Haufen Ty, und T,,;, auf, dass beide Haufen das gleiche Gewicht haben. Dies ist auf vielerlei
Arten mdglich, z.B (angegeben werden nur die Mal3zahlen der Gewichte der einzelnen Nuggets)

Twae = {2019, 2016, 2015, 2012, 2011, 2008, .., 7, A4, 3}
T, = { 2018, 2017, 2014, 2013, 2010, 2009, ..., 5, 6, 2,1}

aus der Anordnung ist auch ohne konkrete Berechnung sofort ersichtlich, dass beide Haufen die gleiche
Masse haben.

Wenn Leo die Farbe "blau" wahlt und im Haufen T, noch Nuggets sind, legt Smilla ein Nugget aus T
in die blaue Truhe, und wenn Leo die Farbe "ror" wahlt und in 7,,, noch Nuggets sind, legt sie ein Nugget
aus T, in die rote Truhe. Irgendwann tritt zum ersten Mal der Fall auf, dass Leo eine Farbe wahlt, fir
die der zugehdrige Haufen leer ist. Dann legt Smilla das Nugget 2020 in die Truhe mit der gewahlten
Farbe. Das Gold in dieser Truhe hat dann nach Smillas Zug eine Masse, die um mindestens 2020g
groRer ist als die Masse in der anderen Truhe. Dieser Wert ist — wie oben berechnet — 1.021.615g, und
da im weiteren Verlauf der Verteilung nichts aus der Truhe genommen wird, wird die Masse nicht kleiner.

Bemerkung: Die Masse von T, und Ty, ist jeweils /2 - 2019 - 2020g - '/> = 1.019.595g; es ist
unnotig, dies zu berechnen. Die Berechnung bestatigt allerdings die Schranke aus Smillas Strategie.
Sie bekommt mindestens

Summe aller Gewichte aus T, (oder Tpq ) + 2020 g = 1.019.595g + 2020g = 1.021.615g.

Wenn man die Verteilung konkret durchfiihren wiirde und dabei die Nuggets ohne Zwischenraum schichten kénnte, genlgten
zwei Truhen mit je ca. 53l Inhalt, d.h. zwei mittlere Bierfasser (Zylinder mit 45cm Hoéhe, 40cm Durchmesser. Zum Wegtragen
wirde man allerdings starke Trager und einen guten Sicherheitsdienst benétigen: Die beiden Truhen wirden zusammen etwas
mehr als 2to wiegen und hatten einen Gesamtwert von ca 102 Mio.€.
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Aufgabe 2:

Beweise: Es gibt keine rationalen Zahlen x,y,z mitx + y + z=0 und x2 + 32 + 22 = 100.

1. Beweis (durch Widerspruch): Wir nehmen an, es gabe rationale x,y,z, die beide Gleichungen
gleichzeitig erfiillen. Dann gibt es ganzzahlige p,q,r,s mit x ="/,, y = */,. Erweitern oder Kiirzen auf den
kleinsten gemeinsamen Nenner ergibt x = %/, y = */. mit ganzen Zahlen a,b,c und ggT(a,b,c) =1, ¢ > 0.

Die erste Gleichung ist aquivalent zu x +y = —z. Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt die not-
wendige Bedingung x2 + 32 + (x + y)2 = 100, was aquivalent ist zu x> + xy + y® = 50, es gibt also

a,b,c ganz, ¢ >0, ggT(a,b,c)=1und a?+ab+b?> = 2-(5c)2, (%)

Fir jede zulassige Wahl von a,b,c flhrt dies aber zum Widerspruch: Es kénnen nicht ¢ und b beide
gerade sein, weil dann die linke Seite durch 4 teilbar ist, die rechte aber — wegen ggT(a,b,c) = 1 ist nun
¢ ungerade — nur durch 2, aber nicht durch 4. Und wenn mindestens eine der beiden Zahlen a und b
ungerade ist, dann hat die linke Seite von (*) genau einen oder genau drei ungerade Summanden, ist
also selbst ungerade im Gegensatz zur rechten Seite.

Motivation fiir den folgenden 2. Beweis: Deutet man die L&sungstripel (x|y|z) des vorgegebenen
Gleichungssystems als kartesische Koordinaten von Punkten im dreidimensionalen Raum, so
beschreibt die Menge der Losungstripel den Schnitt der Ebene mit Normalengleichung x + y + z = 0 mit
der Kugel um den Ursprung mit Radius 10. Eine einfache Gleichung dieser Ebene in Parameterform
leiten wir mit schullblichen Mitteln her, z.B.

1 1
}(x,u)zx{ 1]+p{—8],d.h.x=(x+y) 1), y=(A-pn @), z=-24

man Uberprift schnell, dass dann 1 = "a(x +y), x:= 2(x — y).

2. Beweis: Jedem Tripel (x,y,z) reeller Zahlen x,y,z ordnen wir mittels A := '/2(x + y), = 2(x — y) ein
Paar reeller Zahlen (A,u) zu. Ist zusatzlich x +y +z = 0, so sind zu jedem vorgegebenen A,u die
urspranglichen Werte x = A + 1, y = 1 — u, z = =21 eindeutig rekonstruierbar. Nun gilt

100=x2+)2+22 o (A+pP+(A-pP+ (=242 = 100 & 242+2/2+44? = 100
& 342+ = 50. (%)

Offensichtlich gilt: x,y,z rational < A,u rational. Also genligt es zu zeigen, dass (*) fur kein Paar
rationaler Zahlen A,u erfullt wird.

Seien also A,u rational, dann gibt es ganzzahlige p,q,r,s mit  A="/,, 1u="/,. Erweitern auf einen
gemeinsamen Nenner ergibt 4 = b., 1 ="“l. und somit die notwendige Bedingung

Es gibt ganze Zahlen a,b,c, mit ¢ >0 und a? + 3b% = 50c2. (**)
Diese Bedingung kann nicht erfiillt werden, dies zeigen wir auf verschiedene Arten:

Variante 1:, Wir klammern von den Summanden «? und 352 die hdchste gemeinsame Zweierpotenz aus,
diese hat — weil @? und b2 Quadratzahlen sind — einen geraden Exponenten. Wir schreiben also
a? + 3b% = 22.(v1 + 3w2) flr geeignete ganze Zahlen r, v+ und v2. Dann sind entweder v1 und v2 beide
ungerade Quadratzahlen, also v1 + 3v2 = 0 mod 4 = 22, und v1 + 3v2 =4 mod 8, oder genau eine der
Zahlen v1 und vz ist gerade und die andere ungerade, also ist v1 + 3v2 sicher ungerade. In beiden Fallen
kommt in der Primfaktorzerlegung von 22" - (v + 3v2) der Faktor 2 geradzahlig oft vor. Im Widerspruch
dazu enthalt der Ausdruck 50¢? = 2-(5¢)? auf der rechten Seite von (*) den Faktor 2 ungeradzahlig oft.

Variante 2: (Betrachtung Uber die Endziffern der Zahlen auf beiden Seiten, das kdnnte auch als
Betrachtung mod 10 formuliert werden): O.B.d.A nehmen wir an, dass gg7T(a,b,c) =1 (andernfalls
dividieren wir beide Seiten von (**) durch [ggT(a,b,c)]?.
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Die rechte Seite 50c2 hat Endziffer 0, also auch die linke. Die Endziffer von a2 kann nur eine der Ziffern
0, 1,4, 5, 6, oder 9 sein, die von 352 kann nur eine der Ziffern 0, 3, 2, 5, 8, oder 7 sein. Man Uberprift
schnell mit Kopfrechnen, dass die Summe a? + 352 nur dann Endziffer 0 haben kann, wenn a2 und 352
beide Endziffer 0 oder beide Endziffer 5 haben, was wiederum nur sein kann, wenn a und b beide die
Endziffer 0 haben oder beide die Endziffer 5. Im ersten Fall haben dann a2 und 52 mindestens zwei
Endziffern 0, der Ausdruck a? + 352 also ebenfalls. Im zweiten Fall haben a2 und 52 beide die Endziffern
025, 225 oder 625, der Ausdruck a2 + 3b2 also die Endziffer 100, 300, 500, 700, oder 900.

Die rechte Seite 50¢2 hat nur dann mehr als eine Endziffer 0, wenn ¢2 eine gerade Endziffer hat. Die
Endziffer kann nicht O sein, weil sonst die Zahl 5 ein gemeinsamer Teiler von «, 5 und ¢ ware. Wenn
aber die Endziffer von ¢ gerade ist und ¢ # 0, dann endet die Zahl 50¢? auf 200, 400, 600 oder 800. In
keinem Fall kann also (**) erfullt werden.

Variante 3: Bei der Herleitung von A=/, u=%. kénnen wir 0.B.d.A. ggT(a,b,c) =1 annehmen
(andernfalls kirzen wir geeignet). Dann ist mindestens eine der Zahlen a,b,c nicht durch 3 teilbar. Falls
dies c ist, lasst die rechte Seite von (**) bei Division durch 3 den Rest 2, die linke Seite aber den Rest 1
oder 0. Falls dies « ist, Iasst die rechte Seite den Rest 0 oder 2, die linke aber den Rest 1. Falls dies b
ist, bemiihen wir die Division durch 9: hier lasst a? einen der Reste 0, 1, 4, oder 7, 352 den Rest 3, also
a? + 3b? einen der Reste 3, 4, 7 oder 1, die rechte Seite lasst aber immer einen der Reste 0, 2, 5 oder
8. In jedem Fall kann also (**) nicht erfiillt werden, das war zu zeigen.

3. Beweis: Deutet man die Losungstripel (x|y|z) des vorgegebenen Gleichungssystems als kartesische
Koordinaten von Punkten im dreidimensionalen Raum, so beschreibt die L6sungsmenge des vorge-
gebenen Gleichungssystems die Schnittmenge der Ebene mit Normalengleichung x + y + z = 0 mit der
Kugel um den Ursprung mit Radius 10, und da diese Ebene den Mittelpunkt dieser Kugel enthalt, ist
dies ein Kreis mit Radius 10.

Wir bestimmen nun eine Orthonormalbasis <a,b, c> im Y3, bei der die Vektoren Zl und l; in der Ebene

E:x+y+z=0 liegen. Die Koordinaten eines Punktes beziiglich dieser Basis nennen wir (a,b,c). Die
Ebene E wird beschrieben durch die Gleichung ¢ = 0, der Schnittkreises durch a2 + b2 = 100.

1 1 1
: o -1 - 1 - 1 . s .
Eine solche Basis ist a=—| -1|, b=—=| 1|, c=—=|1|; dies bestatigt man schnell mit
ﬁ[ OJ @(—2] ﬁm

Kopfrechnen: jeder der drei Vektoren hat die Lange 1, sie stehen paarweise senkrecht aufeinander
(Skalarprodukt von je zwei der Vektoren hat stets den Wert Null) und der dritte Vektor ist ein Vielfaches
des Normalenvektor der Ebene E. Fir die Umrechnung der Koordinaten gilt nun

= 1 1 1 — 1 1 1 - 2 1
x—$a+ﬁb+ﬁc, y——$a+£b+ﬁc, Z——%b"'ﬁc,
und wir bestatigen schnell, dass
x-y = %a, x+y-2z = 2b, xtytz= e ()

Sind nun x,y,z rational, dann gibt es Tripel ganzer Zahlen r,s,t, fur die a = ;ﬁ , b= ;\/6 dabei

koénnen wir das Tripel auswahlen, fir das ggT(r,s,t) = 1. Alsoist 100 = 4? +b? < 1002 = 22 + 652
< 5072 = 2+ 352 . Ab hier schliel3en wir wie im 2. Beweis.

(Wir kdnnen diesen Beweis auch mit der Variablentransformation (***) beginnen und dann mit mihsamer Umrechnung zeigen,
dass unter der Bedingung x + y + z = 0 folgt, dass @? + »?> = 100.)

Bemerkungen: Eine andere Wahl der Richtungsvektoren in der Ebenengleichung fuhrt zu anderen
- 1 0
einfachen Gleichungen. So fiihrt z.B. x(x,p):k[ 0J+H[ 1} bei analoger Argumentation wie im 2.

-1 -1
Beweis Uber x=A4,y=4,z=-A—pu =—(x +y) zur Gleichung x? + xy + 2 = 50 aus dem 1. Beweis.
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Die Variablentransformation im 3. Beweis kann man auch herleiten, indem man die Objekte im Raum
so bewegt, dass der Mittelpunkt der Kugel im Ursprung verbleibt und der Normalenvektor von E auf die
z—Achse zu liegen kommt und dies durch eine 3x3—Matrix beschreibt. Die Kugel ist bei einer solchen
Abbildung invariant, d.h. die Schnittmenge ist nun ein Kreis in der x—y—Ebene mit Radius 10. Da der
Normalenvektor von E die Raumdiagonale im Einheitswirfel ist, kann man dies beschreiben als
Kombination einer Drehung um 45° um die z — Achse (danach ist der Normalenvektor von E in der
y—z—Ebene) und anschlieRender Drehung um die x—Achse um denjenigen Winkel «, den die
Raumdiagonale im Einheitswirfel mit einer Kante einschlief3t. Hier erkennt man, warum die Gréen /2
und /3 bei der Berechnung auftauchen.
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Aufgabe 3: Zwei Geraden m und n schneiden sich in genau einem Punkt P. Ein Punkt M bewegt sich
auf m mit konstanter Geschwindigkeit, ein weiterer Punkt N bewegt sich auf » mit derselben
Geschwindigkeit; dabei passieren sie beide den Punkt P, aber nicht gleichzeitig.

Beweise: Es gibt einen festen, von P verschiedenen Punkt QO so, dass die Punkte P, O, M und N zu
jedem Zeitpunkt auf einem gemeinsamen Kreis liegen.

Bemerkung: Die Aussage bleibt giltig, wenn man die Voraussetzung durch Einfigen des kursiv
gesetzten Textes abschwaécht zu "... ein weiterer Punkt N bewegt sich auf n mit konstanter, aber nicht
notwendig derselben Geschwindigkeit .... (vgl. Beweise 5 und 6).

Antwort: Der Punkt Q ist Schnittpunkt dreier Linien: i) Umkreis von Dreieck MPN, ii) Mittelsenkrechte
der Seite MN, iii) der AulRenwinkelhalbierenden von Dreieck MPN durch P, wenn die Lage von M und N
so gewahlt ist, dass beide Punkte M und N den Punkt P passiert oder beide nicht passiert haben; iv) die
Innenwinkelhalbierende von Dreieck MPN durch P, wenn genau einer der Punkte M und N den Punkt P
passiert hat. (Eine weitere Charakterisierung dieser Winkelhalbierenden findet sich im 3. Beweis.)

Somit kann Q auf folgende Weisen beschrieben werden:

1. Wir betrachten eine spezielle Lage der Punkte M und N bevor (oder nachdem) beide den Punkt P
passiert haben. QO ist dann der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf MN mit der Aufienwinkel-
halbierenden im Dreieck PMN durch P.

2. Wir betrachten die Punkte M und N zu dem Zeitpunkt, wenn einer der beiden Punkte den Punkt P
passiert hat, der andere aber noch nicht und |MP| = |NP|. Dann ist O der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten auf der Strecke MN (gleichzeitig Winkelhalbierende im Dreieck MNP durch von P) mit
demjenigen Bogen des Umkreises von Dreieck MPN, der den Punkt P nicht enthalt.

Eine weitere mogliche Definition ist im 6. Beweis beniitzt, sie beruht implizit auf folgender Eigenschaft:

3. Q ist der Brennpunkt derjenigen Parabel, die die Hillkurve der Schar der Geraden MN ist.

Bemerkungen: Die Aussage gilt auch unter folgender schwéacheren Voraussetzung: Ein Punkt M
bewegt sich auf m mit konstanter Geschwindigkeit v1, ein weiterer Punkt N bewegt sich auf » mit der
konstanten Geschwindigkeit v2; dabei passieren sie beide den Punkt P, aber nicht gleichzeitig. Dies wird
im 5. und 6. Beweis gezeigt.

1. Beweis (Kongruenz von Dreiecken): Seien M* und N* zwei
Punkte auf m bzw. n, die von M bzw. N gleichzeitig erreicht
werden, bevor beide P passiert haben (nebenstehende Figur).
Da die Punkte M und N sich mit gleicher Geschwindigkeit
bewegen, gilt stets |MM* =|NN*|, und die Richtung ihrer
Bewegung bewirkt, dass M und N stets in der gleichen
Halbebene bez. der Geraden M*N* liegen.

Wenn M und N auf M* bzw. N* liegen, bewegen sie sich beide
auf P mit gleichen Geschwindigkeiten zu, und da sie den Punkt
P zu verschiedenen Zeiten passieren, haben PM* und PN*
verschiedene Langen, d.h. das Dreieck PM*N* ist nicht gleich-
schenklig mit Basis M*N*. Also schneidet die Mittelsenkrechte
von M*N* den Umkreis von Dreieck PM*N* in zwei von P
verschiedenen Punkten, die beide weder auf m noch auf n
liegen. Einer der beiden liegt in der gleichen Halbebene bez. M*N* wie P; diesen nennen wir Q und
werden zeigen, dass er die verlangten Eigenschaften hat.

Wie soeben bemerkt, ist P # O, und Q ist fest, weil M* N* und P ebenfalls fest sind. Falls M = P, ist
N # P, und somit das Dreieck NPQ nicht entartet und besitzt somit einen Umkreis, der dann die vier
Punkte M = P, N und Q enthalt; entsprechendes gilt im Fall N = P # M. Im Weiteren schlieBen wir diese
beiden Falle aus.

6
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Der Punkt Q liegt auf der Mittelsenkrechten der Strecke M*N* also ist das Dreieck OM*N*
gleichschenklig mit Basis M*N*, d.h. |OM*| = |ON*.

Die Strecke PQ ist Sehne im Umkreis des Dreiecks PM*N*. Obige Lagediskussion stellt sicher, dass A/*
und N* beide auf dem gleichen Kreisbogen Uber PQ liegen. Also gilt nach Umfangswinkelsatz
ZPM*Q = £ZPN*Q. Da sich die Punkte M und N mit gleicher Geschwindigkeit bewegen, gilt stets
|NN*| = |MM#*|, und weiter, dass die Punkte M und N beide auf der Halbgeraden [M*P bzw. [N*P liegen
oder beide nicht. Also sind die Dreiecke OQN*N und QM*M nach sws kongruent (oder zu gleich langen
Strecken entartet); dabei haben wir beriicksichtigt, dass aufgrund der obigen Lagediskussion die Winkel
ZPM*Q und ZPN*Q entweder beide Innenwinkel an den Ecken N* bzw. M* sind (wie in der Figur) oder
beide AulRenwinkel (wenn die Punkte M und N eine Lage haben bevor sie M* bzw. N* passiert haben).

Damit gilt, solange M und N beide in der gleichen Halbebene bez. PQ liegen, dass auch LPMQ = ZPNQ,
sodass nach Umfangswinkelsatz P
auch die Punkte P, O, M und N auf
einem Kreis liegen. Sie liegen aber
auch auf einem Kreis, wenn M und N
auf verschiedenen Seiten der
Geraden PQ liegen, d.h. wenn einer
der Punkte M,N den Punkt P passiert
hat, der andere aber noch nicht.
Dann ist genau einer der beiden
Winkel ein AuRenwinkel des Vierecks
ON'PM' ist, d.h. der zugehorige
Innenwinkel erganzt sich mit dem gegenuberliegenden Innenwinkel zu 180°; in diesem Fall ist QNPM
ein Sehnenviereck.

Damit sind alle méglichen Lagen untersucht und Q ist tatséchlich der gesuchte Punkt.

2. Beweis (Variante des ersten Beweises): Mit M, und N, sei
die Lage der Punkte zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet, wobei die
Zeitmessung so normiert sei, dass der Punkt M den Punkt P
zum Zeitpunkt ¢ = —1 passiert und der Punkt N zum Zeitpunkt
t=1.Esistalso M_1 = P = N1, ferner ist |NoP| = |PMo.

Die Winkelhalbierende des Dreiecks MoPNo durch P bezeich-
nen wir mit w-, sie ist eine der beiden von m und n
verschiedenen Symmetrieachsen, beziglich derer m und n
symmetrisch liegen. (Falls sich m und n sich rechtwinklig schneiden, sind
auch m und n selbst Symmetrieachsen.) Offensichtlich liegen auch M-,
und Nt fir alle ¢t symmetrisch bezliglich w-, und da P ebenfalls
auf w- liegt, erhalten wir jedes Dreieck PN-M-, durch
Spiegelung des Dreiecks PM.N; an w-; dass dabei die Bezeichnungen M und N vertauscht sind, ist fir
die Betrachtung der Umkreise dieser Dreiecke unerheblich. Es genigt also zu zeigen, dass es einen
Punkt O auf w- gibt, der die Bedingung der Aufgabe fiir alle ¢ = 0 erfuillt.

Betrachten wir zunachst das Dreieck NoPMo, es ist gleichschenklig mit Basis MoNo. Wenn es einen Punkt
Q gibt, der die Bedingungen der Aufgabe erfiillt, dann ist es der von P verschiedene Schnittpunkt seines
Umkreises mit w-. Aus Symmetriegrinden ist PO Durchmesser des Kreises, also ist ZM:MoQ =
ZPNoQ = 90°, ferner gilt |[OMo| = |ONo|.

Nun betrachten wir ein Dreieck M,PN; mit beliebigem ¢> 0. Es ist |OMo| = |ONo|, |MoM,| = |NoN;| und
LMMoQ = £ZNNoQ = 90°, also sind die Dreiecke ONoNt und OMoM, nach sws kongruent. Also ist auch
ZNQOM, = Z/NoQMo = 180° — ZMoPNo und ZQNNo = ZQMMo fir alle .
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Falls ¢ <1, ist M\QN.P ein konvexes Viereck, in dem sich die
Winkel an den gegenuber liegenden Ecken zu 180° erganzen,
es ist also ein Sehnenviereck. Falls = 1, ist N1 = P, und P liegt
auf dem Umkreis von Dreieck N1M4Q. Falls ¢t > 1 — weitere Falle
gibt es nicht — ist QPNM, ein konvexes Viereck, in dem
ZONP = ZONNo = ZOMMo = ZOMP qilt, d.h. die Winkel
bei N; und M, sind Uber der Strecke PQ gleich, und N, und M,
liegen auf der gleichen Seite der Geraden QP. Also liegen nach
Umfangswinkelsatz auch hier die Punkte M, N, P und Q auf
einem Kreisbogen Uber der Strecke PQ.

Das war zu zeigen.

Bemerkung: Alle Dreiecke NMQ sind ahnliche gleichschenklige Dreiecke.

3. Beweis: Wir betrachten zwei Dreiecke PMN und PM'N’ vor
dem Passieren der beiden Punkte durch P. Von den beiden
Schnittpunkten des Umkreises mit der Mittelsenkrechten der ,
Strecke MN sei derjenige, der in der gleichen Halbebene bez. s
M'N' liegt, mit Q bezeichnet, der andere mit S (fur ihn hat sich N\
seit einiger Zeit der Begriff "Sudpol bez. P im Dreieck PMN" L N\
eingebdrgert, auch wenn unter "Pol" im Zusammenhang mit
einem Dreieck etwas anderes verstanden wird), die Seiten-
mitten der Strecken PM und PN mit M, bzw. M,, und der
Umkreismittelpunkt mit U. Die Bezeichnungen der entsprechen-
den Punkte im Dreieck PM'N’ seien S', Q', M, bzw. M,," und U". o

Die Strecke SQ ist Durchmesser des Umkreises von Dreieck
PMN, also U gemeinsamer Mittelpunkt, und da Q und P Punkte
dieses Umkreises sind, liegt U auf der Mittelsenkrechten der Strecke PQ, und diese Mittelsenkrechte ist
parallel zu PS. Aulerdem liegt S auf der Winkelhalbierenden w, ("Siidpolsatz").

Nach Voraussetzung bewegen sich die Punkte A7 und N mit gleicher Geschwindigkeit, d.h. die Strecken
MM und NN’ sind gleich lang. Dann sind aber auch die Strecken M,M,' und M,,M,,’ gleichlang. Also ist
nicht nur mpy || mpayr und mpy || men-, sondern diese beiden Paare paralleler Geraden haben den gleichen
Abstand.

Nun ist die Winkelhalbierende w, Symmetrieachse, bezlglich derer die Geraden m und n symmetrisch
liegen. Also schneiden die eben erwdhnten Paare paralleler Mittelsenkrechten die Gerade PS unter dem
gleichen Winkel, schneiden also gleich lange Sticke aus. Dies gilt auch fur die zu w. parallele
Mittelsenkrechte mpo. Also treffen sich nicht nur mpy und mpey auf mpp, sondern auch mpeyr und mpy.
Also liegt U’ auf mpp, damit ist U’ der Schnittpunkt der vier Mittelsenkrechten mpo, mpar, marn- und myp.
Der Umkreis von Dreieck POM’ enthalt also N, und der Umkreis von Dreieck PON' enthalt geht auch A7'.

Dies gilt dann auch fiir die Grenzlage, wenn der erste der beiden Punkte M’ und N’ den Punkt P erreicht.

Nun betrachten wir die ; < 4
Situation, wenn von den 3 ‘
beiden Punkten M und N der e ,
erste den Punkt Q erreicht < y
und passiert hat; 0.B.d.A. sei A B A el ] \‘ %
dies M'. Obige Argumen- S\ e =il
tation behalt ihre Gultigkeit, : ‘\
wenn man berucksichtigt,
dass im Dreieck PM'N' nun w, die AuRenwinkelhalbierende ist, o
d.h. der Punkt Q ist nun "Siidpol" im Dreieck PM'N’ bzgl. P.

Passiert nun auch N’ den Punkt Q, ist w, wieder die AuRenwinkelhalbierende im Dreieck PM'N".
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4. Beweis: (Variante des 3. Beweises, aber mit anderer
Lagediskussion): Es gibt genau zwei von m und =
verschiedene Symmetrieachsen durch den Punkt P,
bezlglich derer die Geraden m und n» symmetrisch liegen.
Wir versehen die Punkte M und N mit einem Pfeil, der ihre
Bewegungsrichtung entlang der Geraden m bzw. n anzeigt.
Diesen Pfeil projizieren wir senkrecht auf diese beiden
Symmetrieachsen. Dabei stellen wir fest, dass auf einer der
beiden Symmetrieachsen die beiden Pfeile in die gleiche
Richtung zeigen, und auf der anderen Symmetrieachse in
entgegengesetzte Richtung, letztere bezeichnen wir mit w-.
Weil m und n nicht parallel sind, schneiden sich die
Mittelsenkrechten auf PM und PN in einem Punkt U, dieser
ist Mittelpunkt eines Kreises, der die Punkte P, M und N
enthalt. Die Schnittpunkte dieser Mittelsenkrechten mit der
Symmetrieachse w- seien Ty und Ty,.

Weil w+ Symmetrieachse ist, wird w- von den oben genannten Mittelsenkrechten im gleichen Winkel
geschnitten, d.h. das Dreieck TwT,U ist gleichschenklig mit Basis TnTh.

Wenn sich nun die Punkte M und N mit gleicher Geschwindigkeit auf m und n bewegen, dann bewegen
sich die Mittelpunkte der Strecken PN und PM ebenfalls mit gleicher Geschwindigkeit, mit ihnen auch
die Mittelsenkrechten und aus Symmetriegrinden auch die Punkte 7y, und Ty, und zwar letztere in
entgegengesetzte Richtung, d.h. der Mittelpunkt der Strecke Tu7x und damit die Mittelsenkrechte der
Strecke Ty Ty bleiben fest. Da das Dreieck TnTnU gleichschenklig mit Basis TiT ist, liegt U auf dieser
Mittelsenkrechten.

Die Mittelsenkrechte auf Ty Ty ist also Symmetrieachse zu allen Kreisen um den beweglichen Punkt U;
dies gilt insbesondere fir diejenigen Kreise, die durch den festen Punkt P gehen. Dessen Spiegelbild
ist ebenfalls fest, dies ist der gesuchte Punkt Q. Er fallt auch nicht mit P zusammen: Weil M und N den
Punkt P zu verschiedenen Zeiten passieren, ist das Dreieck MNP nie gleichschenklig mit
Symmetrieachse w., d.h. die Mittelsenkrechte von 7Ty fallt nie mit w. zusammen und damit auch nicht
Pund Q.

Bemerkung zum 4. Beweis: Man kann auch die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten mit der anderen
Symmetrieachse verwenden, Mit den Bezeichnungen w+, Sy und Sy kann man dann analog argumen-
tieren; allerdings bewegen sich die Punkte Sy, und Sy in die gleiche Richtung, d.h. die Strecke SySy hat
stets gleiche Lange, das Dreieck SuSyU also stets die gleiche Form und insbesondere die gleiche Hohe
von U. Damit bewegt sich U auf einer Parallelen zu w+; dies ist die oben verwendete Mittelsenkrechte
der Strecke TuTw. Im Wesentlichen hat man dann die Argumentation des 3. Beweises mit einer etwas
einfacheren Figur.

5. Beweis: Schwacher als in der Aufgabenstellung
setzen wir bezliglich der Geschwindigkeiten nur voraus,
dass sich M mit konstanter Geschwindigkeit v1>0
bewegt und N mit konstanter Geschwindigkeit v2 > 0. Die
Aussage der Aufgabe ist dann fir v1 = v2 bewiesen.

Seien Mo und No zwei Punkte, die von M und N
gleichzeitig erreicht werden, bevor beide den Punkt P
passieren, und M, und N, zwei Punkte, die von M und N
zu einem anderen Zeitpunkt ¢ gleichzeitig erreicht
werden.

Es gibt dann eine reelle Zahl &, sodass zu jedem Zeit-
punkt ¢ stets |MoM,| = k - [NoN,| gilt und dabei M, und N,
stets in der gleichen Halbebene bez. MoNo liegen.
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Sei U, der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf PM, und PN;, damit ist U, fUr jedes ¢ der Mittelpunkt
eines Kreises, der die Punkte M,, N, und P enthalt. Sei weiter H, der Mittelpunkt der Strecke PN,, und G;
der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf PM, mit der Geraden n (diese Bezeichnungen muss man in
der Zeichnung erganzen). Weil M und N den Punkt P zu verschiedenen Zeiten passieren, gilt stets
P # U.. Es gibt genau ein ¢, fir das die drei Punkte zusammenfallen, fir alle anderen ¢ hat das Dreieck
H,U,G, die gleichen Innenwinkel. Bewegen sich nun M, und N, mit den konstanten Geschwindigkeiten v+
bwz. v2, so bewegt sich H; mit der konstanten Geschwindigkeit '/2v> und G, mit einer konstanten
Geschwindigkeit, die von v+ und dem Schnittwinkel der Geraden abhangt und hier nicht berechnet
werden muss. Fiir unsere Uberlegung entscheidend ist, dass |G.H,| fiir vi # v2 proportional zu ¢ gréRer
(oder kleiner) wird, im Fall v+ = v2 bleibt sie gleich. Weil alle Dreiecke H,U,G; ahnlich sind (den Sonderfall
H, = U, = G, erledigen wir mit einer Grenzwertbetrachtung) gilt dies dann auch fiir die Héhe H,U; dieses
Dreiecks. Also bewegt sich der Punkt U, auf einer Geraden. Diese Gerade ist dann Symmetrieachse zu
jedem Kreis um U,, insbesondere zu jedem Kreis um U, der durch den festen Punkt P und damit auch
durch die Punkte M, und N, geht. Das Spiegelbild des festen Punktes P bezlglich dieser Geraden liegt
ebenfalls auf diesem Kreis, es ist unser gesuchter Punkt Q. Der Punkt Q ist auch von P verschieden:
Dies kann nur dann der Fall sein, wenn auch die Mitten der Strecken PM; und PN, zusammen fallen;
dies kann aber nicht der Fall sein, da M und N den Punkt P zu verschiedenen Zeiten passieren.

6. Beweis (Variante des 5. Beweises, mit Verallgemeinerung): Schwécher als in der Aufgabenstellung
setzen wir nur voraus, dass sich M mit konstanter Geschwindigkeit v1 > 0 bewegt und N mit konstanter
Geschwindigkeit v2 > 0. Die Aussage der Aufgabe ist dann fur v1 = v2 bewiesen.

Sei Z der Schnittpunkt des Lotes auf m durch M und des
Lotes auf n durch N. Da sich M und N jeweils mit konstanter
Geschwindigkeit bewegen, bewegt sich Z auf einer
Geraden z (Begriindung unten). Da M und N den Punkt P
zu verschiedenen Zeiten passieren, ist Z immer ver-
schieden von P, d.h. die Gerade z geht nicht durch P.

Den FuBpunkt des Lotes von P auf die Gerade z nennen
wir Q, er erflillt tatsachlich die Bedingungen der Aufgabe:
Er ist fest bei der Bewegung von M und N; und weil bei N,
Mund Q ein rechter Winkel vorliegt, enthalt der Thaleskreis
Uber PZ die Punkte N, P, M und Q (und den Punkt Z auch
noch); dies gilt bei jeder mdglichen Lage von Z auf der
Geraden z. Und da Q auf z liegt und z nicht durch P geht, ist
sicher P # Q.

Begriindung fur die Existenz der Geraden z: Der Schnitt-
punkt M~ von MZ mit n bewegt sich mit konstanter ”
Geschwindigkeit auf n, das Dreieck M~NZ hat stets die

gleichen Innenwinkel, der Punkt N bewegt sich mit (i.A. anderer) konstanter Geschwindigkeit und die
orientierte Lange der Strecke NM nimmt mit konstanter Rate zu oder ab, und damit auch die Lange der
Strecke NZ. (Die Geraden z kénnen wir leicht konstruieren, indem wir diese Konstruktion fur zwei
Punktpaare (M | N) zu verschiedenen Zeiten durchfiihren. Durch das Verhaltnis von vi und vz ist die
Lage der beiden Paare auch festgelegt.

7. Beweis (Argumente wie im 2. Beweis, Nachweise mit Koor-
dinatenrechnung): Wir legen die Figur so in ein Koordinaten-
system, dass P auf den Ursprung zu liegen kommt und die
Winkelhalbierende w. des Dreiecks PMN auf die negative
x—Achse; dabei sei die Lage der Punkte M und N zu einem
Zeitpunkt r gewahlt, zu dem noch keiner der beiden Punkte den
Punkt P passiert hat. Da der Winkel zwischen der Winkel-
halbierenden und den Geraden m bzw. n stets gréRer als 0° und
kleiner als 90° ist, gibt es fir jede mogliche Lage der Geraden m
und » ein a # 0, fur das die Geraden m und »n die Graphen der
Funktionen m: y = ax bzw. n: y =—-ax sind.
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Die Punkte M und N bewegen sich mit gleicher Geschwindigkeit auf A7 und N, gleiches gilt damit auch
fur die Mittelpunkte M, und M,, der Strecken PM und PN, also wachsen auch deren x—Koordinaten mit
gleicher Geschwindigkeit. Sei M,(t) und M,(t) die Lage der Punkte M, und M,, zum Zeitpunkt ¢ (auch
nachdem M oder N den Punkt P passiert haben), dann kénnen deren Koordinaten geschrieben werden
als M,(t|at) und M,(t+k|—a(t+k)), wobei die konstante reelle Zahl £ (k# Q) fir die halbe Zeit-
differenz steht, mit der M und N den Punkt P passieren.

Sei U(r) der Schnittpunkt der beiden Senkrechten auf m bzw. n durch M,(¢) und M,(¢). Er ist fUr jedes ¢
und jedes a > 0 eindeutig definiert und Mittelpunkt eines Kreises, der die Punkte P, M und N enthalt (die
Vermeidung des Begriffs "Umkreis" vermeidet eine Sonderbehandlung der Félle M =P und N = P).
Diese beiden Senkrechten haben die Funktionsgleichungen

y=at+ (-",)(x-1¢ und y= —at+ ()x-(+k))

mit schullblichen Methoden (wegen a > 0 sind alle Nenner von Null verschieden, man muss keine
Sonderfalle beachten) erhalt man fur die Koordinaten von U(r) nach hier nicht aufgefuhrter Rechnung

xu(t) = (a+')(t+k)-a und yu(t) = —(a+ )2 = const.

Damit liegt U(z) fiir jedes ¢ auf der Geradeny = — (a + /,) - #/2; diese Gerade ist damit Symmetrieachse
bezlglich derer jeder der so konstruierten Kreise durch P, M(¢) und N(t) symmetrisch ist. Also ist das
Spiegelbild des festen Punktes P(0|0) ebenfalls fest und liegt auf diesem Kreis, dies ist der gesuchte
Punkt O(0] - (a + '/,)-k); undda k# 0 und - (a + '/,) # 0, sind Q und P verschiedene Punkte.

Bemerkung: Dass man in der Argumentation a durch '/, ersetzen kann, konnte vor der Rechnung
erwartet werden: Dies entspricht einem Vertauschen der Bezeichnungen von x—Achse und y—Achse.

Erganzung zum 6. Beweis: Dass die
Hillkurve der Geraden MN eine Parabel
ist, wird gelegentlich spielerisch an
einem Nagelbrett simuliert: Auf den
Geraden m und n werden beginnend im
Schnittpunkt P in gleichen Abstanden
Nagel Mo, M1, Mo, ... sowie No, N1, N2, ...
eingeschlagen und Faden M,No, M;-1N1,
M,-2,N2, ... usw. gezogen. Die Hullkurve
der Faden ist dann eine Parabel. Fur
spezielle Lagen findet man einen Nach-
weis unter . Fir allgemeine Lagen
kann unter Verwendung der bisherigen
Ergebnisse folgendes gezeigt werden:

Satz: Es gibt — auch wenn sich M und N
mit verschiedenen, aber jeweils kon-
stanten Geschwindigkeiten bewegen —
eine Parabel mit Brennpunkt O, zu der
jede der Geraden MN Tangente ist;
dabei sind zwei besondere Berlhr-
punkte die Punkte, auf denen M bzw. N liegt, wenn der jeweils andere Punkt auf P liegt.

Beweis (ohne ausflihrlichere Lagediskussion, diese sei den Lesenden Uberlassen): Die Gerade MN sei
mit k& bezeichnet, die LotfuRpunkte der Lote von Q auf die Geraden k, m,n mit L, L,’, L,'. Der
Thaleskreis Uber der Strecke NQ enthalt die Punkte N, L,’, und L;/, die Gerade / enthalt die Punkte L/,
Mund N, also gilt nach Umfangswinkelsatz ZLi'L,',Q = ZL/'NQ = LMNQ = ZMZQ = const. Also bewegt
sich der Punkt ;' auf einer Geraden /. (Dies ist die grundlegende Idee fir einen Beweis fir den Satz
von Wallace-Simson: Ein Punkt Q liegt genau dann auf dem Umkreis eines Dreiecks, wenn die
LotfuBpunkte der drei Lote auf die Seiten des Dreiecks auf einer Geraden liegen.)

Die zentrische Streckung S(Q;2) bilde L' auf L (= Leitgerade der Parabel) und [’ auf / ab, und das Lot
auf / durch L schneide k in K. Nach bekannter Konstruktion ist nun K ein Punkt der Parabel mit
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Brennpunkt QO und Leitgerade /; dabei ist die Gerade & eine Tangente. (Anders als die Figur vermuten
Iasst, ist die Gerade z im Allgemeinen nicht die Symmetrieachse der Parabel.) Es gilt also:

Satz: Die drei Schnittpunkte dreier Tangenten an eine Parabel und ihr Brennpunkt bilden ein Sehnen-
viereck 2.

Literatur:
" z.B. https://mathematik.bildung-rp.de/fileadmin/user_upload/mathematik.bildung-rp.de/Sekundarstufe_llI/MatheAG-

Sll/pdf/Fadenbilder.pdf, oder
https://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/l/Inparabeln/Inparabeln.htm

2 HONSBERGER, Ross: Episodes in Nineteenth and Twentieth Euclidean Geometry,ISBN 0-88385-639-5,p. 47

weitere Stichworter zur Suche im Internet: quadratische Bézierkurve, Kiepert-Parabel(n), ...
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Aufgabe 4: In jedem Feld einer Tabelle mit m Zeilen und » Spalten, wobei m < n ist, steht eine nicht-
negative reelle Zahl; dabei kommt in jeder Spalte mindestens eine positive Zahl vor.

Beweise: Es gibt ein Feld mit einer positiven Zahl derart, dass die Summe der Zahlen in der Zeile dieses
Feldes groler ist als die Summe der Zahlen in der Spalte dieses Feldes.

Bezeichnungen: Eine Tabelle T, die die Voraussetzungen der Aufgabe erfiillt, nennen wir zuldssig.

Das Feld in der i-ten Zeile und j—ten Spalte sei mit (i|/) bezeichnet, die Zahl darin mit a(i]j), die Summen
der Zahlen in Zeile i bzw. Spaltej (1 £ i <m, 1 £ < n) mit Z; bzw. S;.

Eine rechteckige Teiltabelle mit gegeniberliegenden Eckfeldern (a|b) und (c|d) sei mit Rechteck
[(a]b) ... (c|d)] bezeichnet.

1. Beweis: Fir alle (i) mit a(i]j) > 0 ist stets Z; > 0 und S; > 0, also sind die Ausdricke a(lZ| /) und

@ definiert und positiv. Also gilt
J

i

» a(;f) b [ » a(;yj)J - Y=
(

a(ilj a(ilj
Z ( ) Z z ( ) < z 1 =m,
ainso Z 1 ain>o 2,

a(ilj)>0 j

Alsoist 0> m-n 2 Z [ J In dieser Summe ist also mindestens ein Summand
a(ilj)>0

i J

negativ, d.h. es gibt ein Paar (i|j) mit a(i|/) > 0 und a(lZ| /) < a(ilj) ,also Z; > §;.

i J

2. Beweis: Vertauscht man zwei Zeilen einer zuldssigen Tabelle, so bleiben die Spaltensummen gleich,
ebenso die Zeilensummen, gleiches gilt beim Vertauschen zweier Spalten. Also gehdrten zu jedem Feld
der Tabelle vor und nach dem Vertauschen die gleichen Werte Z; und S;. Wir kénnen also o0.B.d.A.
annehmen, dass Zeilen von oben nach den Werten von Z; und die Spalten von links nach den Werten
von S; aufsteigend sortiert sind, d.h. dass Z;+12 Z; und S;j+12S; furalle1<i<m,1<j<n.

Wenn fir ein Feld (i|j) die Ungleichung Z; > S; gilt, farben wir es rot (unabhangig davon, ob es einen
positiven Eintrag hat oder nicht), und wenn Z; < §; bzw. dquivalent Z; - S, < 0 gilt, farben wir es grin.
Nach einer solche Sortierung gilt:

@jyrot = Zi+, 2 Z; > S;und S;-, £ S§; < Z,flraller,sz20,i+r<m, j—s21;
also gilt (i|l/) rot = alle Felder im Rechteck [(i|1) ... (m]/)] sind ebenfalls rot.  (*).
(Anschaulich: alle Felder, die nicht weiter rechts und nicht weiter oben sind als das Feld (ify). )
Wir zeigen nun mit Widerspruchsbeweis, dass es mindestens ein rotes Feld mit Eintrag gibt.
Annahme: Alle roten Felder sind leer.

Dann waren alle Felder (1[1), (2]2), ..., (m|m) grin (**), was wir mit "endlicher vollstdndiger Induktion"
fur r=1, 2, ..., m zeigen:

Zunachst erinnern wir uns, dass n > m, demnach ist die Existenz dieser Felder gesichert.
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Ind'Anf:  Das Feld (1]|1) ist grin. Wéare es rot, waren nach (*) auch alle anderen Felder der 1.
Spalte rot. Nach Widerspruchsannahme gébe es also in Spalte 1 keinen Eintrag; dies steht im
Widerspruch zur Voraussetzung in der Aufgabenstellung.

Ind'Ann":  Fir ein t mit 1 < ¢ < m seien 12 ! n
alle Felder (1]1), (2]2), ..., (¢|¢) grin. (**). ;

Ind'Beh:  Dann ist das Feld (¢ + 1|t + 1) ebenfalls griin:

t+1

Ind'Schl':  Ware es namlich rot (vgl. Abb.), waren nach (*)
auch alle Felder im Rechteck [(¢ + 1|1) ... (m | t + 1)] rot
und damit leer, sie spielten also bei der Berechnung von "
S1 bis S;+1 keine Rolle. Also gélte:

S1+ 82+ . +85+1 = Summe aller Eintrage im Rechteck [(1[1) ... (m]t + 1)]

Summe aller Eintrage im Rechteck [(1|1) ... (¢t + 1)]

IA

Summe aller Eintrage im Rechteck [(1]|1) ... (¢]n)]
Z1+Zo+ ... 7, () S+ S0+ ..+ S,

was aber wegen S;+1 > 0 nicht sein kann.

Es gilt also Z, < S, fur alle 1, 2, ..., m. Da es nach Voraussetzung in jeder Spalte einen Eintrag gibt, ist
S; > 0 fur alle j; damit erhalten wir folgenden Widerspruch

Summe aller Eintrage = Z1 + Zo+ ... Z, S S1+ S2+ ... + 5, <S1+ S2 + ... + S, = Summe aller Eintrage.

3. Beweis (vollstandige Induktion nach m, gemischt mit Widerspruchsbeweis):

Ind.'Anf:  Fur m =1 ist die Aussage richtig, denn in einer zulassigen 1xn—Tabelle hat z.B. das Feld
(1]1) die gewuinschte Eigenschaft: Es ist namlich a(1];) > 0 fir alle 1 < < n, weil die Zahlen a(1]j) die
einzigen in ihrer Spalte sind und damit positiv, ferner ist » > m = 1 und damit gilt

Z = Z a(1|j) > a(1]1) = S1.

1<j<n
Ind'Ann':  Fir ein bestimmtes m = 1 sei fir alle 1, 2, ... , m die Aussage richtig.
Ind'Beh:  Dann gilt die Aussage auch firm +1undn>m + 1.

Ind'schl:  Wir betrachten eine zulassige Tabelle T mit m + 1 Zeilen und n > m + 1 Spalten. Vertauscht
man in ihr zwei Zeilen, so bleiben die Spalten— und Zeilensummen gleich, gleiches gilt beim Vertau-
schen zweier Spalten. Also gehdren zu jedem Feld der Tabelle vor und nach dem Vertauschen die
gleichen Werte Z; und S;. Wir kénnen also in T folgendermalfien umsortieren ohne dass sich die Aussage
der Aufgabe andert:

Zuerst sortieren wir die Zeilen nach den Werten ihrer
Zeilensummen absteigend von oben, bei Gleichheit
ist die Reihenfolge beliebig. Dann ist
Z;2 Zy < i<k Danach sortieren wir die Spalten
nach Index derjenigen Zeile aufsteigend von links, in
der der oberste positive Eintrag zu finden ist. Dann
hat das Feld (1|1) einen positiven Eintrag, weil evtl.
leere Zeilen sich am unteren Ende der Tabelle
befinden. Wenn nicht alle Felder der Zeile 1 einen X | x x | x X
positiven Eintrag haben, gibt es eine "Treppenlinie" 41 x 2 .
(vgl. Figur; "x" steht flir einen positiven Eintrag)
beginnend am oberen Rand (friihestens nach der 1. Spalte) und endend am rechten Rand
(spatestens oberhalb der letzten Zeile) derart, dass im Bereich oberhalb und rechts davon kein
Feld einen positiven Eintrag hat und in jedem Feld direkt unterhalb jeder waagrechten Linie ein
positiver Eintrag ist.

1 2 3 N 5 .. m+1 n

N P oW N e
x
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Wir farben das Feld (i) genau dann griin, wenn Z; < S; gilt, unabh&ngig davon, ob es einen positiven
Eintrag besitzt oder nicht. Nach obiger Sortierung und Farbung hat die Tabelle T folgende Eigen-
schaften:

Falls ein Feld (i|j) grin ist, dann auch alle Felder, die in der gleichen Spalte unterhalb von (i)
liegen. Formal: Wenn fir das Feld (i|j) die Ungleichung Z; < S; gilt, dann gilt auch Z+, < Z; £ §;
furaller=z0miti+r<m+1. ()

Ist der oberste positive Eintrag in der Spalte / im Feld (k]/) mit 2 <k <m+ 1, so enthalt die
Teiltabelle bestehend aus den Feldern (i|j) mit i<k—1 und j =1 keinen positiven Eintrag.
(Anschaulich: Dies sind die Felder, die hdher und nicht weiter links als das Feld (i|y) liegen.) (**)

Nun nehmen wir an, dass die Induktionsbehauptung falsch ist, d.h. dass alle positiven Eintrage in griinen
Feldern sind und betrachten, wo in den Spalten 1 bis m + 1 die Felder mit oberstem positiven Eintrag
relativ zu den Feldern der Hauptdiagonalen, d.h. den Feldern (1]1), (2|2), ... , (im + 1|m + 1) liegen. Es
gibt zwei Falle, beide fiihren wir zum Widerspruch:

Fall 1: In jeder Spalte j mit 1 <j <m + 1 liegt der oberste positive Eintrag auf oder oberhalb der
Diagonalen. Nach Widerspruchsannahme sind insbesondere die obersten Felder mit positiven
Eintragen griin und nach (*) auch alle Felder unterhalb, also sind insbesondere auch die Felder
auf der Hauptdiagonalen griin. Fur jedes Feld (i|/) mit 1 < i < m + 1 gilt also Z; < §;, dies summieren
wir auf und erhalten so — weil alle S; > 0 sind und » > m +1 gilt — den Widerspruch

Summe aller Eintrage = Y. S, = > Z < > S < > 8+ S, <Summe aller Eintrége.

1<j<n 1<i<m+1 1<i<m+1 1<i<m+1

Fall 2: Nicht Fall 1, d.h. es gibt mindestens eine Spalte mit Index s, deren oberstes Feld mit
positivem Eintrag unterhalb der Hauptdiagonalen liegt, also in einem Feld (#|s) mit» > s > 0. Dabei
ist s 2 2, weil nach dem beschriebenen Umsortieren das Feld (1|1) einen positiven Eintrag hat,
und s < m, weil es in der Spalte m + 1 kein Feld unterhalb der Hauptdiagonalen gibt.

Nun betrachten wir die Teiltabelle 7" bestehend aus den Feldern a(i|j) mit i = » und j = s (in der
Figur orange); ihre Zeilen— und Spaltensummen bezeichnen wir mit Z’; und S, dabei verwenden
wir die gleichen Indices wie in T. Weil es nach (**) oberhalb von T"in T keine positiven Eintrage
gibt, ist jeder positive Eintrag von T'auch in 7". Also ist stets S’; = S}, ferner gilt stets Z'; < Z,. (***).

Da r>s, git m—r < n+1-s, hieraus lesen wir ab, dass die Tabelle 7" weniger Zeilen als
Spalten hat und dass die Anzahl der Zeilen kleiner als m ist. Also ist 7’ zulassig und es kann auch
die Induktionsannahme verwendet werden, d.h. es gibt ein Paar (i|;), fur das a(i];) > 0 und Z'; > S
Nach (***) giltalso Z; = Z; > Sy = S;; damit ist (i|f) auch in der Tabelle T nicht in einem griinen
Feld im Widerspruch zur Annahme.

Damit ist alles gezeigt.

4. Beweis (vollstdndige Induktion nach Anzahl e der positiven Eintrage): Fir "Felder mit positivem
Eintrag" verwenden wir den Begriff Zelle. Im Folgenden erzeugen wir gelegentlich aus einer Tabelle T
durch Streichen der Zeile r und/oder der Spalte s eine Teiltabelle 7". In dieser behalten wir die Indizierung
von T bei, d.h. die Indices der Zeilen in 7" nehmen die m — 1 Werte 1,2, ... ,r-1,r+1, ... m an, und /
oder die Indices der Spalten dien — 1 Werte 1,2, ... , s -1,s + 1, ... n.

Ind.'Anf": In jeder zulassigen Tabelle gilt e=m >n =1, also ist e = 2. Gleichzeitig ist eine zulassige
Tabelle mit einer Zeile und zwei Spalten die einzige zulassige Tabelle mit e = 2. In ihr sind die Felder
(1]1) und (1/2) jeweils einzige Felder in ihrer Spalte, also gilt a(1]1)>0 und «(1|2) >0, also
Z1 = a(11) + a(1|2) > a(1]1) = S1. Damit haben die beiden Felder die behauptete Eigenschaft.

Ind'Ann'":  Fir ein bestimmtes e = 2 sei fur alle 1, 2, ... , m die Aussage richtig.

Ind'Beh":  Dann gilt die Aussage auch fir e + 1.

Ind'schl:  Sei T eine zulassige Tabelle mit ¢ +1 Zellen. Nun unterscheiden wir:

Fall 1: Es gibt in dieser Tabelle T eine Zelle (r|s), die einzige Zelle in der Spalte s ist.
Falls es nunin Zeile r eine weitere Zelle (r|¢) gibt, haben wir wegen Z, 2 a(r|s) + a(r|t) > a(r]s) = S
eine Zelle mit der behaupteten Eigenschaft gefunden.
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Falls es in Zeile r ebenfalls keine weitere Zelle gibt, streichen wir die Zeile » und die Spalte s.
Dann enthalt die Resttabelle 7' genaue’'=e+ 1 -1 = e Zellen, namlich alle Zellen der Tabelle T
mit Ausnahme der Zelle (r|s). Ferner hat 7" mehr Spalten als Zeilen und in jeder Spalte ist
weiterhin eine Zelle, d.h. T" ist zuldssig. Nach Induktionsannahme gibt es in 7" ein (i|j) mit i # r,
j#s,a(i]j)) >0und Z; > S, diese Beziehung gilt aber auch in T.

Fall 2: In jeder Spalte gibt es mindestens zwei Zellen.

Wir fihren die Annahme, dass die Ind.Beh. nicht zutrifft, zum Widerspruch und nehmen also an,
es gabe eine zuldssige Tabelle T mit genau e + 1 Zellen, die in jeder Spalte mindestens zwei
Zellen hat und in der aus a(ilj) > 0 stets Z; < §; folgt.

Falls es nun zu einer Zelle (r|s) keine weitere Zelle (r|¢) in der gleichen Zeile gibt, streichen wir die
Zeile r und die Spalte s. In der so entstandenen Teiltabelle 7" sind alle Zellen von T mit Ausnahme
der Zellen in Spalte s, damit enthalt sie e’'< e + 1 — 2 < ¢ Zellen. Weiter sind alle Spaltensummen
gleichgeblieben und alle Zeilensummen nicht gréRer. Fur jede Zelle (i) in 7" gilt also ebenfalls
die Widerspruchsannahme Z;<Z; < §;=S§. Dies steht aber im Widerspruch zur Induktions-
annahme, da 7" ebenfalls zulassig mit weniger als e Zellen ist.

Fir die restliche Betrachtung kénnen wir nun davon ausgehen, dass es in jeder Zeile und in jeder
Spalte mindestens zwei Zellen gibt. Also kdnnen wir einige Zellen folgendermalfien durch einen
Pfad untereinander verbinden: Zu Beginn verbinden wir eine beliebige Zelle P1 mit einer Zelle P
der gleichen Zeile, diese mit einer Zelle Ps der gleichen Spalte, diese wieder mit einer Zelle P4
der gleichen Zeile usw. Nun gibt es einen kleinsten Index k = 4, fir den Py in einer Zeile oder
Spalte liegt, in der aulBer P, eine weitere Zelle P, des Pfades liegt mit » < k — 3. Falls es auller P;
und P, keine weitere Zelle des Pfades in dieser Spalte bzw. Zeile gibt, ist PiP, ... P, ein
geschlossener Pfad. Falls es aul3er P, und P, eine weitere Zellen in der Spalte bzw. Zeile gibt —
0.B.d.A. sei dies P,+1 —ist PyP.+1.. P; ein geschlossener Pfad. Weil k der kleinste solche Index
ist, kann es in der betr. Spalte bzw. Zeile nicht mehr als zwei Zellen des Pfades geben.

In jedem Fall erhalten wir einen geschlossenen Pfad mit mindestens vier Zellen, bei dem
abwechselnd zwei Zellen in der gleichen Zeile und zwei Zellen in der gleichen Spalte verbunden
sind.

Der kleinste Wert der Eintrage der Zellen auf diesem Pfad sei ¢ := a(r|s) > 0. Nun ersetzen wir die
Eintrage in den Zellen entlang des Weges abwechselnd durch Werte a'(i]) = a(ilj) — ¢ bzw.
a'(ilf) = a(ily) + ¢, wobei wir mit a'(r|s) = a(r|s) — ¢ = 0 beginnen, d.h. das Feld (r|s) ist keine Zelle
mehr. Fir den Eintrag der auf dem Weg benachbarten Zelle in der gleichen Zeile gilt
a'(rls) = a(r|s) + ¢ > 0.

Die so veranderte Tabelle hat nun weiterhin m Zeilen und »n Spalten, die Zeilen— und
Spaltensummen sind gleich geblieben, fiir die Anzahl der Zellen ¢’ gilt e'<e+ 1 -1 =e. Weiter
wurde in jeder Spalte entweder kein Eintrag verandert oder es wurde zu einem Eintrag der Wert
¢ addiert, d.h. es gibt weiterhin in jeder Spalte mindestens eine Zelle. Also gibt es nach
Induktionsannahme eine Zelle (i|j) # (r|s) mit Z;>S;. Dies widerspricht aber der Wider-
spruchsannahme im Induktionsschluss Fall 2.

5. Beweis (—skizze): Wir fuhren die Annahme, dass es eine zulassige Tabelle gibt, bei der aus a(i]j) > 0
stets Z; < §; folgt, zum Widerspruch.

Ohne die Aussage der Aufgabe zu veréndern, kdnnen wir Zeilen untereinander beliebig vertauschen,
ebenso Spalten untereinander. So sortieren wir zuerst die Spalten nach dem Wert von S; aufsteigend,
beginnend mit dem kleinsten Wert c. Es gibt also ein n' = 1 so, dass

O0<c=81=8=.=8 <..<8.

Danach sortieren wir die Zeilen so, dass Zeilen mit positiven Eintrage in den Spalten 1 bis »' nach oben
kommen und die Zeilen ohne positive Eintrage in diesen Spalten nach unten. Nach dieser Sortierung
gibt es also ein m' = 1 derart, dass es in der Teiltabelle LU "links unten", bestehend aus den Feldern (i)
mit i > m’und j < n’, keinen positiven Eintrag gibt, und in der Teiltabelle LO "links oben", bestehend aus
den Felder (i|j) mit i < m’und j < n’, in jeder Zeile und jeder Spalte mindestens einen positiven Eintrag.
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Fur alle i < m'ist nun Z; < ¢, denn nach Konstruktion gibt es in jeder Zeile i einen positiven Eintrag
a(ilk) > 0mit1 <k <n’, fir den nach Konstruktion und Widerspruchsannahme a = S; = Z; gilt. Da ferner
alle a(i]j) =2 0, gilt

n'ee= 3 8= Y alilj)s D a(ilj) = X Z< m'c

1<j<n’ 1<j<n’ 1<j<n 1<i<m’
1<i<m’ 1<i<sm’'

und da ¢ > 0, folgt hieraus n' < m' < m < n.
Also existiert eine zweitkleinste Spaltensumme d mit
0<c=S1=8=..=8<d=8+=5.<8. (%

Nun addieren wir zu jedem Eintrag in der Teiltabelle LO den Wert ﬂ und erhalten die Tabelle 7" mit
m

den Zeilensummen Z’;und Spaltensummen S;. Furallei > m'giltZ; = Z;undfuralle;j > n'qgiltS’; = S,
d.h. fur alle a(ilj) > Omiti > m' und; > n' gilt weiter Z; = Z; < §; = S Firallei £ m’gilt

Zy= 7+ 0 %"C < c+d-c = d,undfiralle 1 < j < ' gil
m

;= §+m 2" = c+d—c = d dh. ausa(l) >Omiti < m’oderj < ' folgt Z; <d= S,
m

Die Tabelle 7" besteht also weiter aus m Zeilen und » > m Spalten und alle Eintrage sind nicht negativ,
sie ist also zulassig. Weiter gilt in 7" die Widerspruchsannahme. Die kleinste Spaltensumme in 7"ist nun
d, und dieser Wert wird in mindestens »n’ + 1 Spalten angenommen.

SchlieBlich wenden wir diesen Algorithmus mehrfach an. Dabei erhoht sich in jedem Schritt die Zahl der
Spalten mit kleinster Spaltensumme um mindestens 1. Nach endlich vielen solchen Schritten haben alle
Spaltensummen den gleichen Wert, d.h. es ist n' = n. Dies widerspricht aber der Bedingung (*).
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