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Aufgabe 1: Bestimme alle Quadrupel (a,b,c,d) positiver reeller Zahlen, die die beiden folgenden
Gleichungen erfillen:

ab +cd
abcd

8, Q)
8+a+b+c+d. (2)

Ergebnis: Das Quadrupel (a,b,c,d) = (2,2,2,2) ist das einzige Quadrupel positiver reeller Zahlen, das
beide Gleichungen erfillt.

Als bekannt setzen wir die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel positiver
reeller Zahlen voraus; hier kurz formuliert und der Vollstandigkeit halber nochmals bewiesen:

AM 2 GM: Fir alle positive Zahlen x,y gilt: % > [xy, und % = Jxy © x=y.

Beweis: Esist0 < (Jx — Jy)? = x- 2xy +y, also x+y= 2 [xy ; Gleichheit genau fiir x = y; dies ist
aquivalent zur Behauptung.

1. Beweis: Sei (a,b,c,d) ein Quadrupel positiver Zahlen, die (1) und (2) erfullen. Dann folgt nach
Quadrieren beider Seiten von (1) und Multiplikation beider Seiten von (2) mit 4

(ab + cd)? 82
4-(abcd) 4-8+4(@a+b+c+d)

und es folgt nach Subtraktion 0 < (ab-cd)2 = 32-4(a+b+c +d), also

a+b+c+d=<8, Gleichheit genau dann, wenn ab =cd. (*)
Dies setzen wir wiederum ein in (2) und erhalten
abcd = 8+a+b+c+d < 16, Gleichheit genau dann, wenn ab =cd. (**)

Andererseits ergibt zweimalige Anwendung von AM =2 GM

a+b+c+d = 2(xfab++Jcd ) 2 2-2- (Jabed ), Gleichheit genau dann, wenna=b und ¢ = d
und auchab =cd, alsoa=b=c=d.

was wir wiederum in (2) einsetzen:

abcd = 8+ 4 - {abcd , Gleichheit genau dann, wenna=b=c=d. (**¥)
Falls abcd = 16, gilt offensichtlich Gleichheit.

Der Graph der zur linken Seite von (***) gehdrenden Funktion fi : 1 — 0 , fi(P) = P, ist eine Ursprungs-
gerade mit Steigung 1, und der Graph der zur rechten Seite gehdrenden Funktion f2: [, —[I,

f2(P) =8 + 4P ist ein bei (8]0) be-ginnender rechtsgekrimmter Parabelast mit waagerechter Achse.
Da fur P = 16 offensichtlich fi(P) = f2(P) gilt, haben die beiden Graphen einen Schnittpunkt (16|16). Dies
ist auch der einzige Schnittpunkt, was sofort aus der Form der beiden Graphen folgt. Fir P < 16 ist die
rechte Seite groRer als die linke, fir P = 16 herrscht Gleichheit, fur P > 16 ist die linke Seite groRer als
die rechte, die Ungleichung (***) ist also nur fir P = 16 erfiillt und es gilt notwendigerweise abcd = 16.

Zusammen mit (**) folgt also abcd = 16, und weiter a=b=c=d = 2.

Kurze Probe im Kopf zeigt, dass diese Werte tatséchlich die Gleichungen (1) und (2) erfillen.
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2. Beweis (letztlich gleiche Gedanken wie im 1. Beweis): Teill: Das Quadrupel (a,b,c,d) = (2,2,2,2) ist
ein Quadrupel positiver Zahlen und erfillt die beiden Gleichungen (1) und (2), denn es ist tatséchlich

22+22=4+4=8und 22-22 =16 = 8+2+2+2+2.

Teil 2: Es gibt keine andere Ldsung: Sei (a,b,c,d) ein Quadrupel, das Gleichung (1) und (2) erfillt.
0.B.d.A. sei ab =cd. Aus Gleichung (1) folgt dann, dass es eine Zahl x 20, gibt mit ab =4 + x und
cd =4 - x. Mit AM =2 GM folgt weiter, dass

anrb >.ab = J4+x und C;d > \Jed = 4—x, Gleichheit genau fir a=b und c=d.
3

Durch Addition ergibt sichdann a+b+c+d = 2(J/4+x+J4-x).

Zusammen mit Gleichung (2) ergibt sich hieraus dann

a+b+c+d =abcd-8 = (4+x)(4-x)—8 = 8—x2,also
2
4- X? > Jdrx+Jd—x. (4)
Fur x = 0 herrscht offensichtlich Gleichheit und wir werden zeigen, dass fir alle x > 0 die Ungleichung

nicht erfillt ist. Dann wissen wir, dass x = 0, also ab = cd = 4, und weil in (3) Gleichheit genau fiir a=b
und ¢ =d gegebenist, folgta=b=c=d = 2.

2
Es kann nicht [x| > 2 sein: Andernfalls ware 2 = 4 — X? 24+ x+Ja-x 2 Ja+x 2 6 >2.
Es kann nicht 0 <x £ 2 sein: Mit AM = GM folgern wir aus (4)

@-%y 2 2 (Jarie Va0 2 Jar)Ex) = vie

und folgern durch doppeltes Quadrieren beider Seiten (beide sind nicht negativ) und Division
durch x2 > 0:

X* 4 2
@- %)= 16-x

2
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Aufgabe 2: Auf dem Tisch liegen 2022 Streichhélzer und ein handelsiblicher Spielwirfel, bei dem die
Augenzahl a oben liegt. Nun spielen Max und Moritz folgendes Spiel:

Sie nehmen abwechselnd nach folgender Regel Streichhdlzer weg, wobei Max beginnt: Wer am Zug
ist, kippt den Wiirfel tber eine Kante seiner Wahl und nimmt dann genau so viele Streichhdlzer weg,
wie die nun oben liegende Seite des Wiirfels anzeigt. Wer keinen regelgerechten Zug mehr ausfiihren
kann, hat verloren.

Fir welche a kann Moritz erzwingen, dass Max verliert?

Anmerkung: Die Richtigkeit der Antwort ist zu begrinden.
Hinweis: Auf den Seiten eines handelsiiblichen Wiirfels stehen die Augenzahlen 1 bis 6, wobei die Summe der Augenzahlen
gegenuber liegender Seiten stets 7 betragt.

Anwort: Moritz kann fur kein obenliegendes a den Gewinn erzwingen.

1. Beweis (Angabe einer Gewinnstrategie fur Max): Mit dem Zweitupel (nja) (n=1, 2, 3,...,
aedl,?2,..,6}) beschreiben wir die Situation, dass n Streichhélzer auf dem Tisch liegen und beim
Wirfel die Augenzahl a oben liegt.

Liegt bei dem Wairfel die Zahl a oben, so kann man beim Kippen Uber eine Kante eine der vier
Augenzahlen aus der Menge {1, 2, ..., 6} \ {a, 7—a} nach oben bringen, und keine andere. Insbesondere
kann man immer eine der beiden Zahlen 1 oder 2 nach oben bringen, dabei die Zahl 1 nur, wenn vor
dem Kippen weder 1 noch 6 oben liegen. Damit sind die Situationen (1]1), (1|6) sowie (Ola) mit
ae{l,2,..,6} die einzigen, in denen man nicht mehr regelgerecht ziehen kann. Wer vor seinem Zug
diese Situationen vorfindet, hat also verloren.

Ein siegreiche Strategie von Max ist:

Kippe den Wrfel immer so, dass Moritz vor seinem Zug eine der Situationen
(9k|a) mitk=0,1,2,...,ae{1,2,3,4,5,6}, oder
(9k+z|w) mitk=0, 1, 2, ..., ze{3,4,8}, we{3,4} vorfindet.

Nachweis, dass diese Strategie durchfihrbar ist und zum Sieg fuhrt: Beim ersten Zug kann Max
unabhangig von der oben liegenden Augenzahl den Wiirfel stets so kippen, dass eine der Augenzahlen
6 oder 3 oben liegt. Also kann er so ziehen, dass Moritz vor seinem ersten Zug eine der beiden
Situationen (2022-6|6) = (224 - 9|6) oder (2022-3|3) = (224 - 9+3|3) vorfindet. Die Bedingung der
Strategie ist fur diese beiden Situationen mit k =224, a=6 bzw. k=224, z=w = 3 erfillt.

Im Weiteren reagiert Max auf jeden Zug von Moritz folgendermafen (man macht sich leicht klar, dass
die jeweils angegebenen Ziige auch stets mdglich sind und dass die Bedingungen der Strategie jeweils
erfullt sind):

Falls Moritz (9k|a) vorfindet:
Fur k = 0 hat Moritz nach oben Gesagtem verloren.

Fur k = 1 qgilt: Kippt Moritz auf 3 oder 4, kippt Max auf 6 bzw. 5; und kippt Moritz auf 5 oder
6, kippt Max auf 4 bzw. 3. In beiden Fallen werden im Doppelzug 9 Streichhdlzer weg-
genommen, d.h. Moritz steht danach vor (9(k — 1)|a") mit k=1, a'€{1,2,3,4,5,6}. Kippt
Moritz auf 1 oder 2, dann kippt Max auf 4 bzw. 3; dann steht Moritz vor
(9k — 5|4) = (9(k—1)+4]4) bzw. (9(k—1)+4|3).
Falls Moritz (9k+3|3) oder (9k+3|4) vorfindet:

Moritz kann jetzt nicht auf 3 oder 4 kippen und im Fall k = 0 auch nicht auf 5 oder 6. Kippt
Moritz auf 1 oder 2, kippt Max auf 2 bzw. 1, dann steht Moritz vor (9k|a"), a'€{1,2,3,4,5,6},

und hat fur k = 0 verloren. Falls k = 1 und Moritz auf 5 oder 6 kippt, kippt Max auf 4 bzw. 3,
dann steht Moritz vor (9(k—1)+3|4) oder (9(k—1)+3]|3).
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Moritz kann nicht auf 3 oder 4 kippen und im Fall k = 0 auch nicht auf 5 oder 6. Kippt Moritz
auf 1, so kippt Max auf 3, dann steht Moritz vor (9k|a'). Ist k = 1 und kippt Moritz auf 5 oder
6, kippt Max auf die 4 bzw. 3, dann steht Moritz vor (9(k—1)+4|4) bzw. auf (9(k—1)k+4|3).
Kippt Max auf 2, so kippt im Fall k=0 Max auf 1, dann steht Moritz auf (1|1) und hat

verloren; und im Fall k = 1 kippt Max auf die 3, dann steht Moritz vor (9(k—1)+8|3).

Falls Moritz vor (9k+8|3) oder (9k+8|4) steht:

Moritz kann nicht auf 3 oder 4 kippen. Kippt Moritz auf 1, so kippt Max auf die 3, dann steht
Moritz vor (9k+4|3); kippt Moritz auf die 2, 5 oder 6, kippt Max auf die 6 bzw.3 bzw. 2, dann

steht Moritz vor (9k|a").

SchlieBlich sei noch bemerkt, dass mit jedem Zug mindestens ein Streichholz vom Tisch genommen
wird, d.h. das Spiel endet nach endlich vielen Ziigen. Da Max immer ziehen kann ohne zu verlieren, ist

am Ende stets Moritz der Verlierer.

Bemerkung: Die Strategie gilt so nur fur spezielle Ausgangssituationen, weil die Angabe von Gewinn-
und Verlustfeldern nicht vollstandig ist. Im folgenden Beweis wird eine vollstandige Angabe hergleitet.

2. Beweis (vollstandige Analyse des Spieles): Liegt bei dem Wiirfel die
Zahl a oben (a € {1, 2, ..., 6}, so kann man offensichtlich beim Kippen
Uber eine Kante genau eine der vier Zahlen aus der Menge {1, 2, ...,
6} \ {a, 7-a} nach oben bringen. Insbesondere liegt nach dem Kippen
weder a noch 7—-a oben und es ist stets mdglich, eine der beiden Zahlen
1 oder 2 mit dem Kippen nach oben zu bringen.

Wir beschreiben in eineindeutiger Weise das Spiel als Ziehen eines

Spielsteins durch die Felder einer 2023x6-Tabelle, vgl. Abbildung. (Die
Erganzung der Tabelle um die Zeilen —1 bis —6 ist hier nicht relevant; dies dient der

Erstellung mit dem Computer; dies wird am Schluss erklart.) Die Situation "Auf dem
Tisch liegen n Streichhdlzer (0 < n < 2022) und beim Wirfel liegt die Zahl
a(ae{l,?2,...,6}) oben" beschreiben wir durch "Der Spielstein liegt auf
dem Feld (n[a), d.h. auf dem Feld in Zeile n und Spalte a". Jeder mdgliche
Zug entspricht dann einem Ziehen des Spielfeldes vom Feld (n|a) in eines
der Felder (n—ili) mit i € {1, 2, ..., 6} \{a, 7-a}, dabei ist ein Zug nur
dann regelgerecht, wenn n —i = 0 ist. Regelgerechte Zlge fiuhren also
auf genau die vier Felder, die auf der schragen Linie(n-1]1),(n- 2| 2),
..., (n—6]6) liegen, aber nicht in der Spalte a und auch nicht in der
Spalte 7 — a. In der Tabelle ist dies fur n = 12 dargestellt: Aus jedem Feld
mit den weiBen Zahlen kann man in eines von vier Feldern auf der
Diagonalen mit den gelben Zahlen ziehen.

Jeder Zug fuhrt in ein Feld mit niedrigerer Zeilennummer, und da man
den Wiirfel stets so kippen kann, dass eine der beiden Augenzahlen 1
oder 2 oben liegt, kann man einen Stein, der in einem Feld (n|a) mitn = 2
und beliebigem a liegen, stets regelgerecht ziehen. Die einzigen Felder,
aus denen kein regelgerechter Zug mehr méglich ist, sind demnach die
Felder in Zeile 0 und die beiden Felder (1]|1) und (1|6). Wer vor seinem
Zug den Stein in einem dieser Felder vorfindet, hat also verloren, des-
wegen nennen wir diese Felder Verlustfelder und farben sie rot. Wer vor
seinem Zug den Stein auf einem Feld vorfindet, von dem er mit einem
regelgerechten Zug auf mindestens eines dieser Verlustfelder ziehen
kann, kann mit solch einem Zug den Gewinn erzwingen und hat
gewonnen, solche Felder nennen wir Gewinnfelder und féarben sie grin.
So sind z.B. alle Felder in Zeile 1 auf3er (1|1) und (1|6) grin, ebenso alle
Felder in Zeile 2. Andererseits gilt: Wenn jemand vor seinem Zug seinen
Stein auf einem Feld vorfindet, von dem er nur auf Gewinnfelder ziehen
kann, kann sein Gegner den Sieg erzwingen, solche Felder nennen wir
ebenfalls Verlustfelder und farben sie rot; entsprechend sind Felder, von

NP owwNourwNPRrOLLOLDAOSS
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denen man mindestens ein rotes Feld erreichen kann, Gewinnfelder, die griin gefarbt werden. So fahren
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wir zeilenweise fort, bis alle Felder der Tabelle geféarbt sind; dies ist mdglich, da alle Zlge in Zeilen mit
niederer Nummer fithren, und diese Felder sind dann schon alle gefarbt.

Eine solche Féarbung (vgl. Tabelle) wurde mit einem Computerprogramm erstellt; der Nachweis fur deren
Richtigkeit wird unten ohne Hilfe eines Computers durchgefiihrt. Die Farbung wiederholt sich ab Zeile
zwei periodisch mit Periodenlange 9.

Man kann die Farbung auch mit Koordinaten beschreiben:

Rot sind:

die Felder (1]1) und (1/6),

furallek=0,1,2, ..
alle Felder in Zeile 9k,
alle Felder (9k+3|3), (9k+3|4), (9k+4|3), (9k+4|4), (9k+5]2), (9k+5]5),
(9k+8]3), (9k+8]4),

alle anderen Felder sind grun.

Man erhélt so die Strategie des 1. Beweises und zusatzlich, dass die Felder (9k +5|2) und (9k +5|5) Verlustfelder sind und alle
anderen Gewinnfelder.

Es ist 2022 =9 - 224 + 6, d.h. alle Felder der Zeile 2022 sind — wie alle Felder der Zeile 6 — griin. Da
der Spielstein zu Beginn in einem Feld dieser Zeile liegt und Max den ersten Zug hat, kann Max fur
jedes oben liegende a erzwingen, dass Moritz verliert, und Moritz kann fir kein a erzwingen, dass Max
verliert.

Um nachzuweisen, dass alle Felder korrekt gefarbt sind, genligt es zu zeigen:
e (A) Von jedem grinen Feld ist ein regelgerechter Zug auf ein rotes Feld mdglich.

¢ (B) Vonjedem roten Feld ist entweder kein regelgerechter Zug méglich oder jeder regelgerechte
Zug fuhrt auf ein grines Feld.

Mit Ausnahme der Zeilen 0 und 1 wiederholt sich das Farbmuster alle neun Zeilen, d.h. die Felder (n|a)
und (n + 9k|a) sind fur n = 2, k = 0 beide Gewinnfelder oder beide Verlustfelder. Damit genugt es, die
Nachweise fur (A) und (B) zuné&chst fur die Felder der Zeilen 0 bis 7 durchzufihren (von hieraus fuhrt
ein Zug evtl. nach Zeile 0 oder Zeile 1 und damit in den nicht—periodischen Teil) und dann fir die Zeilen
8 bis 16 (von hieraus fuhren Zige nur in den periodischen Teil der Farbung).

Dieser Nachweis kann leicht (auch wenn es Konzentration und etwas Zeit erfordert) anhand der Figur
fur die Zeilen 0 bis 16 durchgefiihrt werden. Hierzu sieht man sich zeilenweise zu den Feldern (n|a) die
zugehorigen vier Felder der Diagonalen (n-ii) mit i € ({1, 2, ..., 6}\{a,7-a}) an und Uberprift ob
mindestens ein bzw. kein rotes Feld darunter vorkommt. In der Figur erkennt man z.B, dass man flr
n =12 aus denroten Feldern (12|3) und (12|4) nur auf die griinen Felder (11|1), (10]2), (7]5), (6|6) ziehen
kann, aber aus den griinen Feldern (12|1), (12]2), (12|5), (12|6) auf die roten Felder (9|3) oder (8]4).

Bemerkung: Der Beweis benitzt damit in versteckter Weise eine vollstéandige Induktion.

Zur Erzeugung der Tabelle mit Computerprogramm (z.B. Excel): Das Programm soll Gewinnzellen (so heiBen die Felder bei
Excel) die Zahl 1 zuordnen und Verlustfeldern 0. Wir erganzen die Tabelle um die Zeilen -1 bis -6. Wer in eines dieser Felder
unter der Missachtung der Regel N-i = 0 zieht, hat nicht regelgerecht gezogen, also verloren, also hat der Spieler, der danach
am Zug ist (bzw. wére), gewonnen. Also sind diese Zellen Gewinnzellen und wir tragen von Hand die Zahl 1 ein. Ersatzweise
kann man auch in den Zeilen 0 bis 5 die Gewinn- und Verlustfelder durch Einzelfallbetrachtung bestimmen.

Eine Zelle (n|a) ist Gewinnzelle, wenn fur sie die Bedingung (A) erfulltist, d.h. wenn in den Zellen, die Zielzellen von regelgerechten
Zugen sind, mindestens eine Verlustzelle vorkommt, d.h. wenn mindestens einmal der Wert Null vorkommt. Dies ist genau dann
der Fall, wenn das Produkt aus diesen Zahlen den Wert O hat. Die Zelle (n|a) ist Verlustzelle, wenn fur sie die Bedingung (B) erfullt
ist, d.h. wenn in diesen Zellen nie der Wert Null vorkommt, dies ist genau dann der Fall, wenn das Produkt dieser Zahlen den
Wert 1 hat. Nun leistet die Formel "=1 — (n-w|w)*(n—x|x)*(n-y|y)*(n-z|z)", wobei W,X,y,Z fiir die vier Werte aus {1, 2, ..., 6}\ {a,7-a}
steht, das Gewiinschte. Sie ist fiir die Zellen der Zeile O (ersatzweise Zeile 6) schnell von Hand eingetragen und dann in die Zeilen
unterhalb kopiert. Nun stellen wir noch sicher, dass Excel die Werte in den Zellen von oben nach unten berechnet und farben
Zellen mit Wert 1 griin, die mit Wert O rot.

Diese Vorgehensweise ist von den Teilnahmebedingungen gedeckt, da der Computer "zur Ideenfindung und Rechnungskontrolle”
benutzt wurde, die Richtigkeit aber ohne dieses Hilfsmittel nachgewiesen werden konnte.
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Aufgabe 3: Im spitzwinkligen Dreieck ABC mit AC <BC seien m, und m, die Mittelsenkrechten auf den
Seiten BC bzw. AC, ferner M. der Mittelpunkt der Seite AB. Die Seitenhalbierende CM. schneide m, im
Punkt S; und my im Punkt S,; die Geraden AS, und BS, schneiden sich im Punkt K.

Beweise: ZACM, = ZKCB.

Lagebetrachtung: Bekanntlich teilt die Winkelhalbierende die gegeniberliegende Seite im Verhaltnis

der anliegenden Seiten. Aus AC <BC folgt dann, dass die Winkelhalbierende von C das Innere der

Strecke AM. trifft. Insbesondere ist ¢ :=ZACM; > ZMCB = y—¢. Nunist y— ¢ < ¢ < y<90°, also gilt
b 1 a 1

CSh= ——— < =—.— = =CS,,
"7 2 cosp 2 cos(y—) )

damit liegt K im Innern des Teildreiecks AM.C zwischen A und Sy, ferner liegt S, zwischen B und K. Weil

das Dreieck ABC spitzwinklig ist, schneiden sich die Mittelsenkrechten m, und m, im Innern des Dreiecks

ABC; und weil AC <BC, sogar im Innern des Teildreiecks M:BC. Damit ist U # M, d.h. es ist auch
Sa # Sp, sodass K eindeutig definiert ist.

1. Beweis: Mit U bezeichnen wir den Umkreismittelpunkt
des Dreiecks ABC, mit E und F die Bilder von M. bei Spie-
gelung an my bzw. my. Schlie3lich seien ka, ks, ke die Kreise
mit Durchmesser AU bzw. BU bzw. CU.

Wir stellen fest, dass die drei Kreise ka, ks, kc kongruent
sind, weil sie alle den gleichen Durchmesser haben,
namlich den Umkreisradius des Dreiecks ABC. Weil U der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten ist, folgt zusammen mit
dem Satz von Thales, dass je zwei dieser Kreise eine der
Mittelsenkrechten als gemeinsame Sehne und damit als
Symmetrieachse haben. Also ist der Kreis kc sowohl Bild
von ka bei Spiegelung an my als auch Bild von kg bei
Spiegelung an m,. Weil nun M¢ sowohl auf kg als auch auf ka
liegt, enthalt kc nicht nur die Punkte C, U, Ma und My,
sondern auch noch E und F, namlich als Bilder von M. bei
Spiegelung an m, bzw. my,. Wir werden zeigen, dass auch K auf kc liegt:

Es gilt sowohl ME L m, als auch MMy, L m,, also sind M, E, und My, kollinear, analog auch F, M, und
M. Weiter sind auch A, K, Sy und F kollinear, weil das Punktetripel (A,S,F) das Bild des kollinearen
Punktetripels (C,S»,Mc) bei Spiegelung an my ist und K auf der Geraden AS; liegt. Analog begriinden wir,
dass B, Si, K und E kollinear sind.

Damit sind die Vierecke CEMB und AM:FC bzgl. ma bzw. my, achsensymmetrische Trapeze, hieraus
folgern wir /ECM. = ZEBM.; = ZKBA und ZM.CF = Z/M:AF = Z/BAK. Weil die Gerade CM. durch das
Winkelfeld von ZECF verlauft, ergibt sich zusammen mit dem AuRenwinkelsatz im Dreieck ABK

ZECF = ZECM¢ + ZM.CF = ZKBA + £ BAK = 180° - ZAKB = ZBKF.

Falls K zwischen E und S, liegt (wie in der Figur), liegen E und C in der gleichen Halbebene bzgl. der
Geraden KF und es gilt Z/ECF = #/BKF = 180° - ZFKE, und falls E zwischen K und S, liegt, liegen E und
C in verschiedenen Halbebenen bzgl. der Geraden KF und es gilt Z/ECF = /BKF = ZEKF; in beiden
Fallen ist das Viereck EKFC nach Umfangswinkelsatz ein Sehnenviereck. Da kc der Umkreis von
Dreieck EFC ist, liegt K ebenfalls auf kc; im Grenzfall E = K folgt dies nach Sehnentangentensatz. Je
nach Lage von F bzgl. der Strecke MaM; folgt nun mit &hnlicher Argumenation wie gewinscht

ZACM; = ZAFM; = ZKFM; = ZKFM, = ZKCM, = ZKCB
bzw. ZACM: = ZAFM: = ZKFM, = 180° - ZMJFK = ZKCM, = ZKCB.
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2. Beweis (Strahlensatz): Wir stellen zunéachst fest,
dass die Gerade CM. das Bild der Geraden BS, bei
Spiegelung an m, ist und auch das Bild der Geraden
ASy bei Spiegelung an my,

Wir spiegeln K an m; und mp und erhalten so K, bzw.
Ky. Da K auf der Geraden BS, liegt, liegt Ka auf dem
Spiegelbild von BS; bzgl. der Spiegelung an m,, also
auf CM.; und analog liegt auch K, auf CMc. Nun
haben KK, und BC das gemeinsame Lot m,, es gilt
also KK, || BC || MsMc, analog gilt KK || AC || MaMec.

Die Punkte C, Ky, Sp, Sa und K, liegen in dieser
Reihenfolge auf CM: (vgl. vorausgeschickte
Lagebetrachtung

Seien T, und Ty, die Schnittpunkte von m, bzw. my mit
der Geraden CK, d.h. C, Ty, Kund T, liegen in dieser |4
Reihenfolge auf der Geraden CK. Die Spiegelung an
m, fuhrt T, auf sich selbst und BK nach CK, d.h. die Punkte B, K und Ta sind kollinear. Analog sind die
Punkte A, Ky und Ty kollinear.

SchlieBlich sei Z der Schnittpunkt von KM, mit CM..

B B

Die vorliegenden Parallelitaten, Kollinearitaten und Lagebeziehungen ermdglichen uns, in der Figur die
Punkte Z, Sa, Sp, Ta und Ty, als Zentren von zentrischen Streckungen zu deuten, die die Strecken KK,
und KKy abbilden. Die Streckfaktoren kénnen wir dabei unter Berlcksichtigung der Lagebeziehungen
(vgl. Eingangsbemerkung) mit 1 := |ZM,| : |ZK]| ausdriicken. Im Detail:

i) Z, -4 bildet KK, auf M,C ab, und KK;, auf MaMc..

i) (Sa, —24)  Dbildet KK, auf BC ab. (Der Streckfaktor ist hier doppelt so groR wie bei (Z,- 1),
da das Bild von KK, hier doppelte Lange hat; dies gilt im Folgenden analog.

i) (T, 24) bildet KK, auf BC ab.
iV)  (S», 24):  bildet KKy auf AC ab.
V) (Te, -24): bildet KK, auf CA ab.

Nun kdnnen wir Langenverhaltnisse ablesen und mit Strahlensatz folgern:

K.,C S.C-S.K -1 T.C-T,K KC

mit Zentren S, und Ty: a_ = 2 s 2471 LEZLK_KC SaTo || KaK L My ;
5.C 5.C 2 T.C T,C
K,C _SC+SK, 2i+1 TC+T,K _KC

mit Zentren Sp und Tg: = —
,C S,C 22 T.C

= SpTa ” KK L my .

w

Mit Stufen— und Wechselwinkelsatz folgt zusammen mit der Symmetrie bez. m, bzw. my:
ZSpSaTp = £ShCB = ZCBSa = £TpSaK, also halbiert S,Ty, den Winkel £SpSaK,
ZKSpTa = £S,AC = ZACS, = ZTaSSa; also halbiert SpTa den Winkel ZKSySa.

Die Mittelsenkrechten m, und mp schneiden sich im Umkreismittelpunkt U und stehen senkrecht auf STy
bzw. STy, diese beiden Strecken sind also Héhen im Dreieck UTyTa. Bekanntlich sind die Hohen in
einem Dreieck (hier UT,Ta) die Winkelhalbierenden im Hohenful3punktdreieck (zwei dieser Hohen-
fuBpunkte sind S, und Sp). Damit folgt, dass die Strecken S:K und SyK zwei Seiten dieses Hohen-
fuBpunktdreiecks sind und K der dritte Hohenful3punkt sein muss, also ist UK die dritte Hohe.

Damit enthalt der Halbkreis Uber der Strecke UT, die Punkte K und Sp, und wegen Symmetrie bez. m,
auch den Punkt K,. Uber der Sehne T.K, ist dann nach Umfangswinkelsatz £T.S,Ka = ZT.KKa. Nun folgt
zusammen mit Stufenwinkelsatz an parallelen Geraden wie gefordert

ZACM; = LTaSpKa = LTaKKa = £T2CB = ZKCB.
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Variante (Satz von Mennelaos, gleiche Skizze, die
Punkte K, und Z werden nicht benétigt; etwas knapp
formuliert): Die Gerade CM. schneidet die Seiten von
Dreieck ABK (bzw. deren Verlangerungen) in den
Punkten Mc, Sa und Sy,. Nach Satz des Menelaos gilt
dann

AS, KS, BM,
5K S.B M.A

Nach Voraussetzung gilt BM_ =M_A, AS, =CS, und

- CS, _ KS§,
BS, =CS, , also folgt —=—.
CS, K§,

Im Dreieck SaKSp schneide die Winkelhalbierenden
von K die Seite S;Sp im Punkt W, nach bekanntem

CS, KS, _SWw
KS, WS,

Sy

Satz gilt

a

Nach Satz von Apollonius liegt nun der Punkt K auf dem Halbkreis tiber der Strecke CW. Also steht die
Gerade CK senkrecht auf der Winkelhalbierenden im Dreieck SiKSp bei K und halbiert somit den
zugehdrigen AulRenwinkel.

Die Geraden BS, und CS, liegen symmetrisch bez. m,, also ist my auch Winkelhalbierende des Aul3en-
winkels von Dreieck S:KS, an der Ecke Sa. Analog ist m, Winkelhalbierende des AulRenwinkels bei Sp.

Seien nun T, und Ty die Schnittpunkte von m, und m, mit CK und K, das Bild von K bei Spiegelung an
m.. Dann sind die Eckpunkte des Dreiecks T,TyU die Schnittpunkte der Auenwinkelhalbierenden von
Dreieck KSaSp. Nach bekanntem Satz (oder schneller Winkeljagd) sind dann die Ecken des Dreiecks
KSaSp die HohenfulRpunkte im Dreieck TaTpU.

Damit enthalt der Thaleskreis Uber der Strecke UT, die Punkte K und S,, und wegen Symmetrie bez.
ma auch den Punkt K, Uber der Sehne T.K, ist dann nach Umfangswinkelsatz £/TaSpKa = £TaKKa. Nun
folgt zusammen mit Stufenwinkelsatz an parallelen Geraden — man beachte, dass KK, L m,, also
KKa || AB und TaSp L mj,, also TaSp || AC — wie gewiinscht

ZACM; = LTaSpKa = LTaKKa = ZTaCB = ZKCB.

Bemerkung: Es gilt also ZUM,C = ZUKC = ZUM,C = 90°. Also liegen die Punkte C, My, K, U und M,
alle auf dem Thaleskreis tiber CU.
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3. Beweis: Die Seitenhablierende s; = CM. teilt den Winkel y
in die Winkel ¢:= ZACM: und ZMCB =y-¢ auf. Die
Dreiecke AS,C und CSsB sind symmetrisch bzgl. m, bwz. m,,
also gleichschenklig mit Basiswinkel ¢ bzw. y - ¢, damit folgt

/ZBAK =a-¢pund ZKBA= - y+¢,
also ZAKB = 180° - (a—¢)—(B-y+¢) = 2.

Da das Dreieck ABC spitzwinklig ist, liegt sein Umkreis-
mittelpunkt U im Innern des Dreiecks und es gilt
ZAUB = 2/AUM; = 2y < 180°.

Nach Umfangswinkelsatz liegen also U und K auf dem
gleichen Kreishogen uber der Sehne AB. Der zugehorige
Kreis " ist symmetrisch bzgl. m., also gibt es einen Punkt T
auf m¢ sodass UT Durchmesser von /" ist; dabei liegen U und
T in verschiedenen Halbebenen bzgl. AB. Nun ist ATBK
Sehnenviereck, also ZBTA = 180° - ZAKB =180° - 2y, und
das Dreieck ATB ist gleichschenklig mit Basis AB, hat also den
Basiswinkel ZABT = ZAUT = y= ZTAB.

Nun wahlen wir auf dem Strahl [CA den Punkt X so, dass das |
Dreieck XTA gleichschenklig mit Basis AX ist; es hat dann die
Basiswinkel 5. Analog wahlen wir auf [CB den Punkt Y so, dass das Dreieck BTY gleichschenklig mit
Basis BY ist, es hat dann den Basiswinkel «. Nun sind die Strecken XT, AT, BT und YT alle gleich lang
und es gilt

ZYTX = (180° - 2a) + (180° - 2) + (180° - 28) = 180°;
d.h. T ist der Mittelpunkt der Strecke XY.

Somit haben die Dreiecke ABC und YXC die gleichen Innenwinkel, sind also ahnlich; und da Mc und T
die Mittelpunkte von AB bzw. YX sind, sind auch die Teildreiecke ACM. und YCT &hnlich, insbesondere
ist ZACM; = ZTCY.

Somit genigt es noch zu zeigen, dass K auf der Geraden TC liegt. Dies ist der Fall, wenn
/BTC = /BTK. Tatsachlich ergibt sich tber die Winkelsumme im Dreieck TBC

/BTC = 180° - (B +7) —£TCB = a- ZACM: = a- ¢,

und im Kreis I erhalt man mit Umfangswinkelsatz tiber der Sehne BK das gleiche Ergebnis fur
/BTK = /BAK = a-¢.

Die Gerade KT ist Winkelhalbierende im Dreieck ABK; dies folgt mit dem Sidpolsatz; damit sind die
Dreiecke AKC und CKB &hnlich. Weiter ist UK L CK, weil K auf dem Thaleskreis Uber UT liegt. Damit
liegen die Punkte My, U, K, M, und C auf dem Thaleskreis Uber UC.

Bemerkung: Die Gerade CK ist das Bild der Seitenhalbierenden s; bei Spiegelung an der Winkelhal-
bierenden w,, also der Symmediane von der Ecke C. Unter diesem Stichwort findet man in einschlagigen
Werken Beweisideen. So findet man z.B. bei Honsberger (vgl. Literaturhinweise am Ende) folgenden
durchaus bekannten Satz:

HS: Die beiden Tangenten an den Umkreis eines Dreiecks ABC mit in den Ecken A und B schneiden
sich — falls ¥ # 90°- in einem Punkt, der auf der Symmedianen durch die Ecke C liegt. Falls y=90°, sind
diese beiden Tangenten parallel, dann ist die Symmediane das Lot von C auf AB.

Die Ideen aus Honsbergers Beweis zu diesem Satz sind Grundlage fir den diesen Beweis.
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4. Beweis (sin-Satz): Wir verwenden die Ublichen Bezeich-
nungen im Dreieck ABC.

Die Seitenhalbierende CM; teilt den Winkel ZACB in die
beiden Winkel ZACM. und ZM.CB auf. Da die Dreiecke AS,C
und CSsB gleichschenklig sind, kdnnen wir setzen

¢ =ZACM; = /S, AC; /MLB = ZCBSs = y—o.
AulRerdem sei ¢ := ZCKA und & = ZBKC.

Mit sin-Satz in diesen Dreiecken folgt zusammen mit der
Tatsache, dass M. Mittelpunkt von AB ist,

sina _ MCC _ MCC _ sinﬁ
sing  AM, BM, sin(y—o) ’
sin(y — i
dies formen wir aquivalent um zu M = S!nﬂ -0 *).
sing sinae a
L . . sin b b in(e*
Mit sin—Satz in den Dreiecken AKC und CKB folgt — £ 2 =2 i = EM
sing  CK a CK a sin(y—o)
i in(y— sin(y—
was wir zusammen mit (*) umformen zu sihe ,5'“(_7 @) _b _ M (*%).
sin(e*)  sing a sing
Hieraus folgt % =1, und weil 360° > ¢+ & > 180°, also &* # 180° — ¢, folgt ¢ = &*.
sin(e

Nun sind wir fast am Ziel: Im Dreieck ABK gilt 360° - 2¢ = ZAKB =180° - (a-9¢) - (8- (y— 9))
=180° - (a+ p) +y = 2y,also ¢ = 180° - y. Mit Winkelsumme im Dreieck BCK folgern wir schlie3lich,
dass ZKCB = 180°-¢ - (y- @) =180° - (180° - ») — y+ ¢ = ¢, das war zu zeigen.

Weitere Bemerkungen und Literaturhinweise zu Aufgaber 3:

R. Honsberger, "Episodes in Ninteeth and Twentieth Century Euclidean Geometry", 1995, ISBN 0-88385-639-5,
p. 60-61

Der Punkt K ist identisch mit dem Punkt Q aus der Aufgabe bwm 2020 ii 3.

Die Aufgabe 2008 USAMO Problems/Problem 2 hatte in der Voraussetzung die gleiche Konstruktion des Punktes
K vorgegeben; es war zu zeigen, dass die Punkte Ms, K, Ma und C auf einem Kreis liegen.
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2008_USAMO_Problems/Problem_2

"Midpoint of Symmedian Chord" von Srijon Sarkar vom Juni 2021 definiert K als Mittelpunkt der Sehne, die der
Umkreis des Dreiecks aus der Symmediane ausschneidet (dies folgt sofort aus UK L CK). Er zeigt dabei mehrere
Maoglichkeiten auf, wie dieser Punkt noch charakterisiert werden kann. Dort kbnnen weitere Ansétze fir Beweise
gefunden werden, z.B. ist K der von Hc ( = HohenfuBpunkt auf Seite c) verschiedene Schnittpunkt der Kreise
AH:Mb und BH:Ma.

https://srijonsarkar.files.wordpress.com/2021/07/midpoint-of-symmedian-chord_srijon-sarkar.pdf

"Lets talk about symmedians" von S. Luo und C. Pohoata (2013)
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2013-04/lets_talk_about_symmedians.pdf

"A special Point on the Median" von A. Mudgal und G. Handa (2017)
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2017-02/article_1_a_special_point_on_the_median.pdf

"On two special Points in Triangel" von K. Pause (2018). Dort tauft der Autor den Punkt K als Dumpty-Point (von
C); den dazu isogonal liegenden Punkt und K sind dann die C—Humpty—Dumpty—Punkte.

https://pregatirematematicaolimpiadejuniori.files.wordpress.com/2018/05/two_special_points__1_.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1588724p9838854
https://math.stackexchange.com/questions/3894623/what-are-the-humpty-and-dumpty-points
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Aufgabe 4: In der Ebene seien einige Punkte rot und einige blau gefarbt. Der Abstand zwischen zwei
verschieden gefarbten Punkten ist immer héchstens 1.

Beweise: Es gibt einen Kreis mit Durchmesser+2 derart, dass auRerhalb dieses Kreises keine zwei
verschieden gefarbte Punkte liegen.

Es gendgt, dies fir den Fall zu zeigen, dass endlich viele Punkte gefarbt wurden.

Bezeichnungen: Die rot gefarbten Punkte seien mit Ry, Rz, ..., Rn, bezeichnet, die blau geférbten
Punkte mit B, Ba, ..., Bm, der Abstand der Punkte X und Y mit d(X,Y), der Kreis mit Mittelpunkt X und
Radius r mit k(X,r). Um Missverstandnisse zu vermeiden, verwenden wir den Begriff Kreisscheibe eines
Kreises fur die Menge der Punkte, die im Innern des Kreises oder auf seiner Randlinie liegen.

Eine Kreisscheibe heil3e roter (bzw. blauer) U-Kreis (U wie UmschlieRung), wenn sein Durchmesser
nicht groRer ist als J2 und alle roten (bzw. blauen) Punkte auf der zugehdorigen Kreisscheibe liegen.

Ein konzentrisch dazu liegender Kreis mit Durchmesser 2 ist dann ein Kreis, der die Bedingungen der
Aufgabe erflllt, es geniigt also, die Existenz eines roten oder blauen U-Kreises nachzuweisen.

1. Beweis: Wir beniitzen folgende Hilfssatze, die wir am Ende beweisen:

HS 1: Besitzen zwei verschiedene Kreise ki und k2 mit den Mittelpunkten Ki bzw. Kz eine gemeinsame
Sehne PQ, und hat diese Sehne mit der Strecke KiK: einen gemeinsamen Punkt, so ist die
Schnittmenge ihrer Kreisscheiben in der Kreisscheibe mit Durchmesser PQ enthalten. Insbesondere
trifft dies fur zwei Kreise mit gleichem Radius zu.

(Die Voraussetzung kann auch folgendermaRen formuliert werden: "... und liegen Ki und Kz nicht in der gleichen
offenen Halbebenen bzgl. der Sehne PQ ...")

HS 2: Zu jeder endlichen Menge M von mindestens zwei Punkten gibt es genau einen Pferchkreis, d.h.
eine Kreisscheibe k, die alle diese Punkte enthélt und gleichzeitig unter allen Kreisscheiben mit dieser
Eigenschaft den kleinsten Radius hat. Dabei ist eine Kreisscheibe genau dann Pferchkreis zu der
Punktmenge M, wenn mindestens eine der beiden Eigenschaften erfillt ist:

(A) Auf dem Rand von k gibt es zwei Punkte aus M, die Endpunkte eines Durchmessers von k
sind.

(B) Auf dem Rand von k gibt es drei Punkte aus M, die Eckpunkte eines spitzwinkligen Dreiecks
sind.

Nun zum eigentlichen Beweis, wir treffen mehrere Fallunterscheidungen:
Fall 1: Von einer Farbe ist genau ein Punkt F geféarbt oder kein Punkt gefarbt: Dann ist k(F;E) ein

U-Kreis bzw. jeder Kreis mit Durchmesser \/5 ein U-Kreis.

Fall 2: Nicht Fall 1, d.h. mindestens zwei Punkte R1 # Rz sind rot geféarbt und mindestens zwei Punkte
Nach Voraussetzung liegen nun alle blauen Punkte in der Schnittmenge der
kongruenten, aber nicht identischen Kreisscheiben k(R1;1) und k(Rz;1). Da es min-

B:1 # B2 sind blau geféarbt.
destens zwei blaue Punkte gibt, ist die Schnittmenge nicht leer. Also schneiden sich | .| N .
k(R1;1) und k(Rz;1) in zwei (i.A. ungefarbten Punkten) P und Q, haben somit die &%

gemeinsame Sehne PQ. Diese ist gleichzeitig Symmetrieachse fiur die Gesamtfigur,

schneidet also die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte R1 und Rz. Nach HS 1 ist
also die Schnittmenge von k(R1;1) und k(Rz;1) in der Kreisscheibe mit Durchmesser PQ enthalten. Mit

d = d(R1,R2) und s := d(P,Q) gilt (%)2 +(%)2 =1;esistalso s2 = 4-d2 (¥).
Fall 2.1: Es gibt zwei Punkte R1 # R2 mit d(R1,R2) >+/2. Mit (*) folgt s2<4-2=2, also s <2, also ist

nach HS 1 die Kreisscheibe mit Durchmesser PQ ein blauer U-Kreis. Entsprechendes gilt, wenn wir in
der Argumentation die Farben blau und rot vertauschen.

12
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Fall 2.2: Nicht Fall 2.1, d.h. zwei gleichfarbige Punkte haben stets héchstens den Abstand 2.

Nach HS 2 gibt es einen eindeutig bestimmten Pferchkreis der roten Punkte, sein Mittelpunkt sei Kg,
sein Radius r. Analog sei ks mit Mittelpunkt Ks und Radius b der blaue Pferchkreis, 0.B.d.A. gelte b > r.

Fall 2.2.1: r< @ Dann erfullt kr die Bedingung der Aufgabe.

Fall 2.2.2: Nicht Fall 2.2.1, d.h.b=r> g Dies kann nicht eintreten, wie wir in zwei Schritten zeigen:

In einem ersten Schritt folgern wir aus der Annahme

bzr> % dass alle blauen Punkt B; auf der Kreisscheibe

des Pferchkreises kg liegen, aber nicht auf ihrem Rand. (**).
Waére namlich B; ein blauer Punkt, der nicht im Innern von kg

liegt, dann ist d = d(Bj,Kgr) > % Die gemeinsame Sehne PQ
der Kreise k(Bi;1) und kg = der Durchschnitt dieser beiden
Kreise enthalt alle roten Punkte — steht senkrecht auf der

Geraden KgB;, der Schnittpunkt von KgB;i und PQ sei S. Weill
nun

d2+r2 > d2+ (%)2 > 2(@)2 =12,

ist d(Kg,Bi) > d(B;,S), d.h. die Sehne PQ schneidet die Strecke KgB; im Innern, also ist PQ kulrzer
als der Durchmesser von kg. Nach HS 1 enthélt nun der Kreis mit Durchmesser PQ alle roten
Punkte, hat aber einen kleineren Radius als kg, im Widerspruch zur Minimalitat von kg.

Im zweiten Schritt fuhren wir (**) zum Widerspruch: Wenn alle blauen Punkte im Innern der
Kreisscheibe kg liegen, gilt b < r, aber nach Annahme auch b >r > @ damit gilt b = r. Damit sind

aber auch ks und kg identisch, denn wenn sie verschiedene Mittelpunkte hatten, wére der Kreis
Uber der gemeinsamen Sehne als Durchmesser ein Pferchkreis der blauen Punkte mit kleinerem
Radius. Also liegen nach HS 2 mindestens zwei blaue Punkte auf dem Rand von kg = kg, im
Widerspruch zu (**).

Schlie3lich noch die beiden ausstehenden Beweise:

HS 1: Besitzen zwei verschiedene Kreise ki und k2 mit den Mittelpunkten K1 bzw. Kz eine gemeinsame
Sehne PQ, und hat diese Sehne mit der Strecke KiK: einen gemeinsamen Punkt, so ist die
Schnittmenge ihrer Kreisscheiben in der Kreisscheibe mit Durchmesser PQ enthalten. Insbesondere
trifft dies fur zwei Kreise mit gleichem Radius zu.

(Die Voraussetzung kann auch folgendermafen formuliert werden: "... und liegen Ki und Kz nicht in der gleichen
offenen Halbebenen bzgl. der Sehne PQ ...")

Beweis zu HS 1: Sei kr der Kreis mit Durchmesser PQ. Falls K1 (oder Kz,
analog) der Mittelpunkt der Sehne PQ ist, so sind ki und kr identisch, also
enthalt kr den Kreis ki vollstéandig, insbesondere auch die Schnittmenge
von ki und ke.

Falls weder K1 noch Kz Mittelpunkt von PQ ist, betrachten wir die beiden
offenen Halbebenen bzgl. PQ. Nach Voraussetzung liegen die Mittel-
punkte Ki und Kz nicht in der gleichen Halbebene. Diejenige die Ki
enthélt, sei E1, diejenige, die Kz enthalt, sei E2. Die beiden Tangenten an
ki in P und Q verlaufen auferhalb von ki und ihr Schnittpunkt liegt in Ez.
Die Tangenten in P und Q an kr stehen senkrecht auf PQ, verlaufen also im Bereich von Ez sicher
aul3erhalb von ki. Damit verlauft der Kreisbogen von kr, der in Ez liegt, auRerhalb von ki, zusammen mit
der Sehne PQ umschlief3t er also vollstandig den Teil von ki, der in Ez liegt. Mit analoger Schlussweise
zeigen wir, dass kr auch vollsténdig den Teil von k2 umschlief3t, der in E: liegt, und die Strecke PQ
umschlief3t kr sowieso. Damit umschlief3t kr auch die Schnittmengen der beiden Kreisscheiben ki1 und
k.
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HS 2: Zu jeder endlichen Menge M von mindestens zwei Punkten gibt es genau einen Pferchkreis, d.h.
eine Kreisscheibe k mit minimalem Radius, die alle diese Punkte enthalt. Dabei ist eine Kreisscheibe
genau dann Pferchkreis von M, wenn sie alle Punkte von M enthélt und mindestens eine der beiden
Eigenschaften erfullt ist:

(A) Auf dem Rand von k gibt es zwei Punkte aus M, die Endpunkte eines Durchmesser von k sind.

(B) Auf dem Rand von k gibt es drei Punkte aus M, die Eckpunkte eines spitzwinkligen Dreiecks
sind.

Beweis zu HS 2:

Eindeutigkeit: Gabe es zwei verschiedene Pferchkreise fir M mit gleichem Radius, dann lagen alle
Punkte im Durchschnitt dieser beiden Kreisscheiben, nach HS 1 also auf der Kreisscheibe, die die
gemeinsame Sehne als Durchmesser hat. Diese Kreisscheibe hat aber einen kleineren Radius im
Widerspruch zu Minimalitatsbedingung der beiden Pferchkreise.

Existenz: Wir konstruieren diese kleinste Kreisscheibe k = k(K,r) und zeigen:
k enthalt alle Punkte von M,
k erfullt wenigstens eine der Eigenschaften (A) oder (B),
k ist die kleinste Kreisscheibe mit dieser Eigenschaft.

Da esin M nur endlich viele Punkte gibt, gibt es nur endlich viele Paare von Punkten. Nun unterscheiden
wir zwei Falle:

Fall 1: Es gibt ein Punktepaar MiM; derart, dass die Kreisscheibe mit Durchmesser M;M; alle Punkte
von M enthéalt. Dann liegen beide Punkte M; und M; auf dem Rand dieser Kreisscheibe, d.h. Eigenschaft
(A) ist erfiillt und es gibt sicher keine kleinere Kreisscheibe, die wenigstens M; und M; enthélt. Also ist k
der Pferchkreis von M.

Fall 2: Nicht Fall 1, d.h. zu jedem Paar von Punkten M;M; gibt es einen dritten Punkt My, der auf3erhalb
des Kreises mit Durchmesser MM liegt. Insbesondere enthalt M mindestens 3 Punkte.

Wir betrachten die konvexe Hille von M. Sie hat die Form eines konvexen Polygons, das mindestens
drei Eckpunkte hat; wir bezeichnen diese Eckpunkte fortlaufend mit Hi, Ho, ..., Hn. Dabei betrachten
wir Punkte von M, die im Innern der Strecke HiHi+1 liegen, nicht als Eckpunkte der konvexen Hille, d.h.
es gilt stets ZHiHi+x1Hi+2 < 180° (wie Ublich sei Hm+s = Hs). Die Menge der Dreiecke HiHjHy, deren
Umkreisscheiben alle Punkte von M enthalten, ist nicht leer, z.B. enthalt nach Umfangswinkelsatz fir
jedes i die Umkreisscheibe von Dreieck HiHi+1Hx dann alle Punkte der konvexen Hiille von M, wenn k
so gewahlt wird, dass ZHi:1HHi minimal ist. Von allen diesen Umkreisscheiben wahlen wir eine
minimale aus, da es nur endlich viele solche Dreiecke gibt, gibt es eine solche. Wir zeigen, dass diese
Kreischeibe der gesuchte Pferchkreis k ist, indem wir obige drei Eigenschaften nachweisen:

Die Kreisscheibe k enthéalt alle Punkte von M: Dies ist nach Konstruktion erfllt.

Auf dem Rand von k liegen mindestens drei Punkte von M, die Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks
sind, d.h. die Eigenschaft (B) ist erfillt:

Wir nehmen an, dass jedes Dreieck, dessen
Eckpunkte aus M auf dem Rand von k liegen
(es gibt mindestens eines), stumpfwinklig ist.
Unter dieser Annahme gibt es unter allen
Seiten dieser Dreiecken eine langste, ihre
Endpunkte nennen wir H;i und H; mit | /
d(Hi,H;) =s. Alle Randpunkte von M, die auf |/
dem Rand von k liegen, bilden mit HiH; ein
stumpfwinkliges Dreieck, d.h. s ist kirzer als
der Durchmesser von k, weil andernfalls ein |
Dreieck rechtwinklig, also nicht stumpfwinklig |
ware; und alle liegen auf dem kiirzeren Bogen .
HiH; des Randes von k. Nach Fall-
unterscheidung haben wir ausgeschlossen,
dass der Thaleskreis tber HijH; alle Punkte von
M enthalt, also gibt es mindestens einen wei-
teren Punkt M,, der Menge M, der auf3erhalb
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dieses Thaleskreises liegt. Damit gibt es aber auch sicher mindestens eine weitere Ecke H, der
konvexen Hille in diesem Gebiet. Gleichzeitig sind aber ZH;HjHx < 90° und ZH;HiH« < 90°, weil
sonst Dreieck HjHiH« rechtwinklig wére und HiH; nicht maximal. Also ist das Dreieck HiHH;
spitzwinklig im Widerspruch zur Annahme.

Es gibt keine kleinere Kreisscheibe mit dieser Eigenschaft:

Nach dem oben Gesagtem geniigt es zu zeigen, dass der Umkreis k eines spitzwinkligen
Dreiecks HiHjH« die kleinste Kreisscheibe ist, die alle drei Ecken enthalt.

Gabe es nun eine kleinere Kreisscheibe k', die alle drei Ecken enthalt, dann kénnen diese drei
Ecken nicht alle auf deren Rand liegen, da der Umkreis eines Dreiecks eindeutig definiert ist.
Dann kdnnen wir das Dreieck so lange schieben und drehen, bis die zwei Ecken H; und H; - sie
mdgen die langsten Seite einschlieBen - auf dem Rand von k' liegen. Nun haben k und k' die
gemeinsame Sehne HiH;. Nun ist £/HiHH; < 90°, also liegt nach Umfangswinkelsatz der Punkt Hy
auBBerhalb des Thaleskreises uber HiHy, also auf dem langeren Bogen HiH; des Umkreises von
Dreieck HiHHk. Der Rand der Kreisscheibe k' verlauft aber zwischen diesem Thaleskreis und
diesem Bogen, kann also Hy nicht enthalten.

Bemerkung: Die Zahl J2 als obere Schranke fiir den Durchmesser des gesuchten Kreises kann nicht
verkleinert werden: Besteht die Menge M aus den Eckpunkten eines Quadrates und farbt man diese

abwechselnd blau und rot, so haben ks und kr beide den Durchmesser \/E

2. Beweis (mit Satz von Helly): Falls von einer Farbe genau ein Punkt F gefarbt ist, dann ist k(F; ﬁ) ein
U-Kreis, und falls von einer Farbe gar kein Punkt gefarbt ist, ist jeder Kreis um einen beliebigen Punkt

mit Durchmesser 2 ein U-Kreis. Im Folgenden gehen wir daher davon aus, dass von jeder Farbe
mindestens zwei Punkte gefarbt sind.

Zu jedem blau gefarbten Punkt B; sei b; die abgeschlossene Kreisscheibe mit Durchmesser V2, die B;
als Mittelpunkt hat. Wir treffen eine Fallunterscheidung (diese ist so formuliert, dass die Vollstandigkeit
klar ist!) nach der gegenseitigen Lage der b;, d.h. nach Entfernung der Mittelpunkte B; und konstruieren
fur jeden Fall den Mittelpunkt eines roten oder blauen U-Kreises, dieser kann gefarbt oder ungefarbt
sein.

Fall 1: Es gibt zwei Kreisscheiben b1 und bz, die keinen Punkt (gefarbt oder
ungefarbt) gemeinsam haben, d.h. es gibt zwei blau gefarbte Punkte B1 # B2 mit

d(B1 # B2) > +2 . Den Mittelpunkt der Strecke B1iB2 nennen wir M1z, wir zeigen, dass
dann k(Muz; %) ein roter U-Kreis ist:

Nach Voraussetzung des Falls ist d(M12,B1) = d(M12,B2) > % Fir jeden Punkt P

auBBerhalb des Kreises k(Mlz;g) gilt nun d(Mz2,P) > % und von den Winkeln

Z/PM12B2 und £PM12Bs ist 0.B.d.A. ZPM12B2 = 90°, also cos(£PMi12B2) < 0. Nach cos—Satz im Dreieck
PM12B: ist dann

d(B2,P)? = d(B2,M12)? + d(M12,P)? — d(B2, M12)?-d(M12,P)%.cos(£PMi2B;) > 2(%)2 =1
also auch d(B;,P) > 1. Damit kann P nicht rot gefarbt sein, d.h. k(Mlz;g) ist ein roter U-Kreis.

Fall 2: Nicht Fall 1., d.h., d.h. zwei bliebige Kreisscheiben b; und b; haben stets mindestens einen Punkt

gemeinsam, d.h. fir alle Punkte B; # B; gilt d(Bi # Bj) <2 . Insbesondere ist jeweils der Mittelpunkt der
Strecke BiB;j in bi und b; enthalten.

Fall 2.1: Es gibt nur zwei blau gefarbte Punkte, 0.E. seien dies B1 # Bz: Sei wieder M1z der Mittelpunkt
der Strecke BiB2. Dann ist k(Mlz;g) offensichtlich ein blauer U-Kreis.

Fall 2.2: Nicht Fall 2.2.1, d.h. es gibt mindestens einen weiteren blau gefarbten Punkt Ba.
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Fall 2.2.1: Es gibt drei Kreisscheiben - o.E. seien dies bz, b2 und bz -, derart, dass je zwei von ihnen
einen gemeinsamen Punkt haben, aber nicht alle drei. Sei M der Umkreismittelpunkt von Dreieck B1B3Ba.

Wir zeigen, dass dann k(M,%) ein roter U-Kreis ist:

Sei wieder M1z der Mittelpunkt der Strecke BiB2. Nach Voraussetzung des Falles 2 ist M1z in den
Kreisscheiben b: und bz enthalten, nach Voraussetzung von Fall 2.2.1 aber nicht in bs. Es gilt also

d(M12,B1) = d(M12,B2) < £ aber d(Mi2,B3) > ¥ . Damit liegt Bs auRer-

halb des Thaleskreises Uber BiB2, damit ist ZB1B3B2 < 90°. Analog gilt
dies fur die anderen Innenwinkel des Dreiecks B1B3B2, damit ist dieses
Dreieck spitzwinklig und der Umkreismittelpunkt liegt im Innern.

Sei nun P ein Punkt, der auf3erhalb von k(M,ﬁ) liegt und g die

Gerade, die durch M geht und senkrecht auf PM steht. Da M im Innern
des Dreiecks Bi1B2Bs liegt, teilt g die Ebene in zwei Teilebenen auf
derart, dass eine Ecke — 0.E. sei dies Bz — und P in verschiedenen
Halbebenen bez. g liegen. Dann ist ZPMBs>90°, und mit
Argumentation analog Fall 2.1 ist dann d(M,Bz) > 1, also P sicher nicht

blau. Damit ist k(M, %) ein roter U-Kreis.

Fall 2.2.2: Keiner der vorigen Félle, d.h. zu jedem Tripel von verschiedenen blauen Punkten (B, B;, Bx)
haben die drei Kreisscheiben b;, b; und by einen gemeinsamen Punkt. Da die Kreisscheiben alle konvexe
Bereiche sind, gibt es nach Satz von Helly einen Punkt M, der in allen Kreisscheiben b; enthalten ist,

also zu allen blauen Punkten B; eine Entfernung von héchstens % hat. Damit ist k(M,%) ein blauer

U-Kreis.

Satz von Helly: Besitzen von N konvexen Bereichen je drei einen gemeinsamen Punkt N, so gibt es
einen Punkt, der in allen N konvexen Bereichen liegt.

Beweis mit vollstandiger Induktion nach Anzahl N der Punkte B;:

Ind'Anf.: Die Aussage ist richtig fur N = 4: Dann gibt es vier Punkte P, (r = 1,2,3,4), die nach Voraus-
setzung jeweils im Durchschnitt der Mengen b, bj, b (r # i,j,k) enthalten sind; und da die b; alle konvex
sind, gilt dies auch flr alle Punkte, die im evtl. entarteten Dreieck P;P;jP« oder auf seinem Rand liegen.
Wenn nun diese vier Punkte P1P2P3P4 ein konvexes Viereck bilden, dann ist der Schnittpunkt der Diago-
nalen in allen mdglichen Teildreiecken enthalten, also auch im Durchschnitt aller vier by; falls nicht, liegt
einer der vier Punkte P, im Dreieck der Ubrigen drei Punkte, also wieder im Durchschnitt aller vier b;.

Ind'Vor.: Die Aussage sei richtig fur ein bestimmtes N = 4.

Ind.Schl.: Dann ist die Aussage richtig fur N + 1. Nach Voraussetzung ist der Durchschnitt von je drei
der b (i = N+1) nicht leer, nach Ind.Vor. dann auch der Durchschnitt von je vier der b;, insbesondere der
Durchschnitt von b;, bj, by und bn+1 (i,j < N). Sei d der Durchschnitt von by und bn+1, dann ist auch der
Durchschnitt von jedem Tripel (bi,b;,d) nicht leer (i,j < N). Dies sind N Mengen, nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es einen Punkt P, der in jeder dieser N Mengen ist, insbesondere in d, also sowohl in by als
auch in bys+1.

Bemerkungen:

Quelle: G. Aumann, "Kreisgeometrie”, S. 37 (Satz von Helley) und S. 104 (Pferchkreise), Springer
Spektrum , ISBN 978-3-662-45305-6.) Der Begriff "Pferchkreis" scheint nicht allgemein tblich.

Mit einigem topologischen Aufwand kann gezeigt werden, dass der Satz von Helly auch fir beliebig
viele konvexe Bereiche gilt, wenn diese abgeschlossen sind und mindestens einer davon beschrénkt
ist. Mit dem 2. Beweis kann also gezeigt werden, dass die Aussage auch dann gilt, wenn unendlich viele
Punkte geféarbt sind.
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