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A

Aufgabe 1: Bestimme den gréRten gemeinsamen Teiler aller Zahlen der Form pé — 7p2 + 6, wobei p
alle Primzahlen mit p > 11 durchlauft.

Antwort: Der grof3te gemeinsame Teiler ist 672 = 25-3 - 7.

Vorbemerkung zu moglichen Beweisen: Folgende Termumformungen kdnnen auf mehrere Arten fir
Beweise ben(tzt werden:

f(p) = p°-7p*+6

pA(p*-7)+6

(p? = 1)(p* = 2)(p? + 3)
(p+1)(p-1)(p? - 2)(p? + 3)
pé-1+7(1-p?.

Aus diesen Termumformungen kdnnen wir einige Aussagen T; zur Teilbarkeit von Zahlen der Form f (p)
durch die Zahl i herleiten, zunéachst unabhangig von der Bedingung, dass p Primzahl und p = 11 ist:

Ta: f (p) ist fur alle ganzzahligen p durch 3 teilbar:

Beweis: Es ist f(p) = (p? - 1)(p2 - 2)(p? + 3) fur alle p. Offensichtlich ist stets genau einer der
Faktoren (p2 + 1) oder (p? - 1) oder (p? + 3) durch 3 teilbar und damit auch das Produkt dieser
Faktoren. (Dass p? + 1 nie durch 3 teilbar ist, ist zwar interessant, wird aber hier nicht ben6tigt.)

T2:  f(p) ist fUr alle ganzzahligen ungeraden p durch 8 - 4 = 32 = 25 teilbar:

Beweis: Fall p ungerade ist, ist von den Ausdriicken (p + 1) und (p — 1) einer durch 2 und der
andere durch 4 teilbar, d.h. (p + 1) (p — 1) = p?2-listdurch2 -4 = 8 teilbar. Hieraus folgt, dass
p? + 3 durch 4 teilbar ist. Also enthalt das Produkt f (p) = (p?- 1)-(p? - 2)-(p? + 3) einen durch 8
teilbaren Faktor und einen zweiten, durch 4 teilbaren Faktor, ist also durch 8 - 4 = 32 = 25 teilbar.

T7:  f(p) mit ganzzahligem p ist genau dann durch 7 teilbar, wenn p nicht durch 7 teilbar ist:

Beweisvariante 1: Falls p durch 7 teilbar ist, ist p = 7p' fUr ein geeignetes ganzzahliges p'. Aus
f(p)= pé-7p2+6 = (7p')¢ - 7p?+ 6 kann man sofort ablesen, dass f (p) bei Division durch 7
den Rest 6 lasst, also nicht durch 7 teilbar ist. Und falls p nicht durch 7 teilbar ist, ist p = 7k+ r fur
geeignetes ganzzahliges k und ein r e {+3, £2, +1}. Ausmultiplizieren zeigt, dass p® = (7k+ r)¢
und r® den gleichen Rest bei Division durch 7 haben. Weil r € {3, £2, +1}, ist r® € {729, 64, 1};
alle drei Zahlen haben bei Division durch 7 den Rest 1. Also hat f (p) = p® — 7p? + 6 den gleichen
Restwie 1 + 0+ 6 =7, d.h. f (p) ist durch 7 teilbar.

Beweisvariante 2: Falls p durch 7 teilbar ist, ist keiner der Faktoren in f(p)=
(p? = 1)(p? — 2)(p? + 3) durch 7 teilbar, also auch f (p) nicht. Und falls p nicht durch 7 teilbar ist,
gilt p? = 1 mod 7 oder p? =2 mod 7 oder p2 =4 mod 7. Damit ist entweder (p?>- 1) =0 mod 7 oder
(p?>~ 2) =0 mod 7 oder (p?+ 3) =0 mod 7, d.h. in allen Fallen ist (p?- 1)-(p? - 2)-(p?> + 3) = 0 mod
7, d.h. f (p) ist fur alle nicht durch 7 teilbaren Zahlen p durch 7 teilbar.

Beweisvariante 3: Fallsp = 0 mod 7, istf (p) = p® - 7p2+6=0- 0+ 6 = —1 mod 7, und falls p nicht
durch 7 teilbar ist, ist p® =(p?)3=1=13=23=43mod7, also ist f(p)= pé—-7p?>+6
=1-0+6=0mod7.

Beweisvariante 4: Wenn p nicht durch 7 teilbar ist, ist ggt(p,7) = 1. Nach dem kleinen Satz von
Fermat ist dann pé = p’~' = 1 mod 7 und somit f (p) =pé - 7p2+6 = 1-0+6 = Omod 7.

Teo plf(p) = pl6, dh. pe{l;2; 36}
Beweis: Es ist f (p) = p?(p* - 7) +2-:3 =6 mod p.
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Beweis:
Teil 1: 672 = 25- 3 - 7 ist gemeinsamer Teiler aller f (p) mit p Primzahl, p = 11:

Beweisvariante 1: Ist p Primzahl und p = 11, so ist insbesondere p ganz, ungerade und nicht durch 7
teilbar. Es folgt also aus Tz, T2 und T7 zusammen mit der Tatsache, dass 25 3 und 7 paarweise
teilerfremd sind, dass 25 3 -7 =672 Teiler aller f (p) mit p Primzahl, p = 11 ist.

Beweisvariante 2: Ist p Primzahl und p = 11, so ist insbesondere p ganz, ungerade und nicht durch 7
teilbar, d.h. wir kbnnen p =2n+ 1 mitn 25 und 2n + 1 # k-7 setzen. Dann ist

f(p) = (p? - 1)(p? + 3)(p? - 2) = (4n% + 4n)(4n? + 4n + 4)(4n? + 4n - 1)
=16-n-(n+1)-(n2+n+1)-(4n2+4n-1).
Einer der beiden Faktoren n und (n+1) ist sicher durch 2 teilbar, von den Faktoren n, (n+1) und (n2+n+1)
sicher einer durch 3. Es kann nicht n =3 mod 7 sein, weil aus 11 <p =2n +1 =0 mod 7 folgt, dass p
keine Primzahl ist. Ist n in einer anderen Restklasse mod 7, zeigt einfache Rechnung (hier nicht

ausgefiihrt), dass von den Faktoren n, (n+1), (n>+n+ 1) und (4n%+4n-1) sicher einer durch 7 teilbar ist.
Da 2, 3 und 7 paarweise teilerfremd sind, ist f (p) also durch 16 - 2 -3 -7 =25- 3 - 7 teilbar.

Teil 2: Es gibt keinen grolReren gemeinsamen Teiler aller f (p) als 672:

Beweisvariante 1: Es genlgt zu zeigen, dass es eine Teilmenge der f (p) gibt, fur die der grofite
gemeinsame Teiler den Wert 672 hat. Schon die beiden kleinsten zugelassenen Primzahlen, néamlich
p =11 und p = 13 fihren zum Ergebnis: Es ist

f(11)= (11 +1)- (11 - 1)-(121 - 2)-(121 +3) = 22325 - 717 - 22.31,

f(13)= (13 +1)-(13 - 1)-(169 — 2)(169 + 3) = 2:7-22:3 - 167 - 22.43.
Mit bekannten Regeln zur Bestimmung des ggT folgt ggT( f (11) , f (13) ) =25.3-7 = 672.

Beweisvariante 2: Mit T, folgt: p prim ~ p|f(p) = p € {2; 3}. Also ist zu jeder Primzahl p = 11 die Zahl
f(p) eine Zahl, in deren Primfaktorzerlegung die Primzahl p nicht auftaucht. Diese Primzahl taucht also
auch nicht in der Primfaktorzerlegung des ggT aller Zahlen der Form f(p) auf. Da f(11)=
25-3-7-17 - 31, kann dieser ggT hochstens die Faktoren 25 - 3 - 7 enthalten, das war zu zeigen.
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Aufgabe 2: Auf einer gebirgigen Insel gibt es 2023 Aussichtspunkte. Es ist bekannt, dass jeder
Aussichtspunkt zu mindestens 42 anderen Aussichtspunkten eine Sichtverbindung hat. Fur zwei
beliebige verschiedene Aussichtspunkte X und Y gibt es stets eine positive ganze Zahl n und
Aussichtspunkte Az, Az, ..., An+1, S0 dass A1 = X und Ap+1 = Y ist und A1 mit Az, A2 mit As, ... und A, mit
Aq+1 Sichtverbindung hat. Die kleinste solche Zahl n bezeichnen wir als Sichtabstand von X und Y.

Bestimme den grof3ten Sichtabstand, den zwei verschiedene Aussichtspunkte unter diesen
Bedingungen haben kénnen.

Anmerkungen: Wenn Aussichtspunkt A mit Aussichtspunkt B Sichtverbindung hat, dann auch B mit A.

Antwort: Der gesuchte groRtmogliche Sichtabstand ist 140.

Beweis: Die zu zwei Aussichtspunkten X,Y in der Aufgabenstellung beschriebene Menge von
Aussichtspunkten Ai, Az, ..., An+1 Nennen wir eine zu X,Y gehdrende Sichtkette der L&nge n. Fur die
Suche nach einer Sichtkette kleinster Lange kénnen wir uns auf Sichtketten beschranken, in denen
jeder Aussichtspunkt hochstens einmal vorkommt. Da es nur endlich viele Aussichtspunkte gibt, ist die
Lange aller Sichtketten endlich und es gibt zu allen méglichen Sichtketten zwischen X und Y eine
kirzeste und damit einen eindeutig definierten Sichtabstand. Unter den endlich vielen Paaren von
Aussichtspunkten gibt es dann ein Paar, dessen zugehdriger Sichtabstand den grof3ten Wert unter allen
Paaren annimmt.

Gegeben sei ein beliebiges System von Aussichtspunkten, die die Bedingung der Aufgabe erfillen. Zu
einem beliebig gewahlten Aussichtspunkt X in diesem System definieren wir Teilmengen M; von
Aussichtspunkten als Menge der Aussichtspunkte, die zu X den Sichtabstand i haben, dabei setzen wir
Mo = {X}. Da es zu beliebigen zwei Aussichtspunkten eine Sichtkette gibt und die Menge der
Sichtabstande nach oben beschrankt ist, bestimmen die M; eine Zerlegung der Menge der
Aussichtspunkte und es gibt zu jedem X einen Index imax(X), sodass M; fur alle i > inax(X) die leere Menge
ist, ferner ist fur alle i < inax(X) die Menge M; nicht leer. Wir suchen also den gréf3ten Wert, den imax(X)
annehmen kann, wenn wir in allen mdglichen Systemen von Aussichtspunkten, die die Bedingung der
Aufgabe erfiillen, die Variable X alle Aussichtspunkte durchlaufen lassen. Ubrigens ist fir i #j stets
MiﬂMj =.

Zu dem oben gewdhlten X wahlen wir einen Aussichtspunkt Y € Mimaxx) und eine (evtl. nicht eindeutig
bestimmte) kirzeste Sichtkette A, Az, ..., Ansz mit A1=X und Ap1=Y, dabei gilt n = ina(X).
Offensichtlich ist dann auch jeder Teil dieser Sichtkette A;, Ai+1, ... , A mit1 <i<j<n+ 1 eine kurzeste
Sichtkette zwischen A;j und A;, d.h. es ist Aj € M;-1 fur alle i < n+1.

Nun kann ein Aussichtspunkt V € M; Sichtverbindungen nur zu Aussichtspunkten W in M;-1, M;, und
Mi+1 haben (der Vollstandigkeit halber sei bemerkt, dass M; = & fur k < 0 und k > inax(X)): Ware W € M;
mit j <i — 2, dann ware V nicht in M;, sondern in Mj+1 mitj+ 1 <i, und ware W e M; mit j =i + 2, dann
ware W nicht in M;, sondern in Mi+1 miti+ 1 <j. DaV e M;jistund insgesamt zu mindestens 42 anderen
Aussichtspunkten Sichtverbindung hat und diese nur in Mj-1, M, und M+1 liegen, ist
[Mi - 1UMUM; + 1] 2 43. Da X nur zu Aussichtspunkten von Mz Sichtverbindung haben kann und Y nur zu
Aussichtspunkten aus Mimaxx) und Mimaxx) - 1 Sichtverbindung haben kann, ist [MouUM1| 2 43 und auch
[MaUMp+1| 2 43.

Teil 1: Der gesuchte maximale Sichtabstand ist sicher nicht grof3er als 140:

(Widerspruchsbeweis): Wére nun der groRstmdgliche Sichtabstand grof3er als 140, also Mu41 nicht leer.
Dann haben die Mengen M; zusammen mindestens

[MoUMa1| + [M2UMsz1UM4| + [MsUM3s20M7| + ... + |M137UMs46UMaisg| + |M140UMuaz1|
> 43 +4643+43 = 43 -48 = 2064 Aussichtspunkte,

was im Widerspruch zur Tatsache steht, dass es nur 2023 Aussichtspunkte gibt.

Teil 2: Es gibt ein zuldssiges System von Aussichtspunkten, in dem der maximale Sichtabstand 140 ist:

Wir zeigen zuerst, dass wir die Aussichtspunkte so anordnen kdnnen, dass wir zu beliebigen zwei die
Existenz oder Nicht—-Existenz einer Sichtverbindung annehmen kénnen: Wir gehen zunachst von einer

4
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ebenen Insel aus mit 141 Aussichtspunkten, von denen keine drei auf einer Geraden liegen (wir nehmen
an, dass Sichtverbindungen geradlinig sind). Dann besteht zunachst zwischen beliebigen zwei
Aussichtspunkten eine Sichtverbindung. Da es auf jeder Sichtverbindungslinie Punkte gibt, um die es
einen Kreis mit positivem Radius gibt, durch den keine andere Sichtverbindungslinie verlauft, kann man
durch Aufschitten eines geeigneten Berges in diesem Kreis immer erreichen, dass genau diese Sicht-
verbindung unterbrochen wird und keine andere.

Es genligt nun, 141 nicht leere Mengen M; mit insgesamt 2023 Aussichtspunkten (i=0, 1, 2, ..., 140)
zu konstruieren derart, dass in M; genau die Aussichtspunkte sind, die von dem Element Ao € Mo den
Sichtabstand i haben. Dies kann z.B. folgendermalRen geschehen:

In M3 und Ma2 mit k=0, 1, ...,46 (also in Mi mit i =0, 2, 3,5, ..., 137, 138, 140) ist jeweils
genau ein Aussichtspunkt,

in M1 und Mzi3e sind jeweils 42 Aussichtspunkte,
inMszc+1mitk=1, 2, ... ,45 (alsoin Mimiti =4, 7, ..., 133, 136) sind jeweils 41 Aussichtspunkte.

Folgende Sichtverbindungen sollen bestehen: Fir jedes k=0,1,...,46 habe jeder der
Aussichtspunkte in Mz +1 Sichtverbindung zu allen anderen 40 bzw. 41 Aussichtspunkten in der
gleichen Menge Ms+1, ferner zu dem einen Aussichtspunkt in der "vorhergehenden" Menge
Msx und auch zu dem einen Aussichtspunkt in der "nachfolgenden" Menge Mz + 2.

Die Mimiti =0, 1, 2, ..., 140 haben nun folgende Eigenschaften: Kein M; ist leer, die Gesamtzahl der
Aussichtspunkte in Mjist 47 -2 +2 - 42 + 45 - 41 = 2023, jeder Aussichtspunkt hat zu mindestens 42
anderen Aussichtspunkten Sichtverbindungen. Da jeder Aussichtspunkt aus M; (1 <i < 139) stets zu
mindestens einem Aussichtspunkt in Mi-1 und mindestens einem in Mi+1 und sonst nur zu weiteren in M;
Sichtverbindung hat, ist nach Konstruktion nun jede Kette von Aussichtspunkten Ao € Mo, A1 € My, ...,
A € Mg bei beliebiger Auswahl der A; aus M; eine Sichtkette der Lange k zu Ao und Ay. Diese Sichtkette
ist aber auch eine kirzeste Sichtkette; entsprechendes gilt fiir jeden zusammenhéngenden Teil dieser
Kette. Insbesondere gibt es zu beliebigen zwei Aussichtspunkten eine Sichtkette, d.h. die
Voraussetzungen der Aufgabe sind erfillt, und insbesondere ist Mi4o nicht leer, d.h. in Mi4o gibt es einen
Aussichtspunkt mit Sichtabstand 140 zu Ao. Das war zu zeigen.
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Aufgabe 3: Gegeben ist ein Dreieck ABC mit Inkreismittelpunkt I, die Seitenmitten von AC und BC seien
My, bzw. Ma. Der Schnittpunkt der Geraden Myl mit der Geraden BC sei B, der Schnittpunkt der Geraden
Mal mit AC sei A'. Weiter haben die Dreiecke ABC und A'B'C den gleichen Flacheninhalt.

Wie groR3 kann der Winkel ZACB sein?

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Ergebnis: Es ist stets Z/ACB = 60°.

Vorbemerkung: Falls das Dreieck ABC gleichschenklig mit Basis BC ist, sind Winkelhalbierende und
Seitenhalbierende von A identisch, also A' = A. Dann sind die Flacheninhalte der Dreiecke ABC und
A'B'C genau dann gleich, wenn auch B = B' ist, was genau dann der Fall ist, wenn Myl = MpB ist, d.h.
wenn das Dreieck ABC gleichschenklig mit Basis AC ist. Ein Dreieck, das gleichschenklig bzgl. zweier
Basen ist, ist gleichseitig. Insbesondere gilt dann y = 60°. Je nach Beweisansatz muss dieser Fall
gesondert betrachtet werden, in den folgenden Beweisen gehen wir hierauf nicht immer ein.

In den Beweisen verwenden wir die Ublichen Bezeichnungen fir die Seitenlangen und Innenwinkel.
Punkten, die auf einer Seite liegen, geben wir den zugehdérigen Index, z.B. W, liegt auf Seite AC, M,
liegt auf BC usw. Da die Gerade M.l aul3er der Geraden CA auch die Gerade BA schneidet, schreiben
wir A" = A'y, fur den Schnittpunkt von Mal mit AB die Bezeichnung A'c, analog B' = B'a.

Nach der Dreiecksungleichung sind die Terme a+b—c, a—b+c und —a+b+c stets positiv. Terme, die einen
der Ausdrucke im Nenner haben, sind also stets definiert. Hierauf werden wir im folgenden nicht
gesondert verweisen.

Beweis: Wir verwenden folgenden Hilfssatz (Beweise am Ende):
HS: Im Dreieck ABC mit den ublichen Bezeichnungen seien | der Inkreismittelpunkt | und M, die Seiten-
ab

mitte von BC, der Schnittpunkt der Geraden Mal mit AC sei A'. Dann gilt CA', = arc b’
+ p—

Eine analoge Anwendung des HS auf die Seitenmitte My von AC
und den Schnittpunkt B's von Myl mit CB ergibt (man vertausche a

ab
b+c—a’

und b usw.) CB', =

Nun haben die Dreiecke ABC und A'B'C den gleichen Innenwinkel
7. Nach bekannter Flacheninhaltsformel sind also ihre Flachen-
inhalte genau dann gleich, wenn das Produkt der von C aus-
gehenden Seiten gleich ist. Also gilt nach Voraussetzung

CA-CB = CA} -CB',
o ab= 20 .3 o ab = (@+c-b)y(b+c-a)
a+c-b b+c-a
< ab = (c+(@-b)(c-(a-h) < ab =c2-(a-h)?

& 2 = a2+ b2-abh.

Nach Cosinus—Satz gilt aber in jedem Dreieck auch c?2 = a2 + b2 — 2abcos(). Der Vergleich beider
Terme liefert sofort die aquivalente Bedingung ab = 2abcos (») und somit cos () = /2, also y = 60°.

Im Folgenden geben wir verschiedene Beweises dieses HS:
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1. Beweis des HS: Sei Wy der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
BI mit AC.

Da M, und C beide aufRerhalb von Dreieck ABW, und in der gleichen
Halbebene bzgl. W,B liegen, und | im Innern der Seite BW, liegt,
verlauft die Strecke 1A', im Innern von Dreieck ABW,. W, liegt also
stets zwischen A, und C, es ist also stets

CA, = CW, + WA, ().

B

Die Gerade BW ist Winkelhalbierende im Dreieck ABC, also gilt CW, = b%, und zusammen mit
+

der Tatsache, dass die Gerade ClI Winkelhalbierende im Dreieck CW,B ist, folgt

BI a a a+c
— = _ = = . (2)-
IW, CW, ab b
a+cC

Nach Satz von Menelaos im Dreieck CWpB mit Gerade M.A'p :

. = CM. Bl WA, _a+c WA,
M,B W, A,C b A,C
—_ab
o 1 = afc CA,-CW, _ a+c P a+c 3)
b CAY, b CAY,
. . . . . Rararat .. . rovs b ab
Dies ist eine Bestimmungsgleichung fur CA', , Auflésen ergibt CAYy|—-1| = ———, also
a+c a+c
—_— ab b ab a+c ab
CA, = [ 1- = are - .
a+c a+c a+c a+c-b a+c-b

Es sei noch bemerkt, dass in der Argumentation nicht beriicksichtigt werden muss, ob A', zwischen A
und C liegt oder A zwischen A, und C.

Bemerkung: Konstruiert man Punkte A*, und B*, wie in der
nebenstehenden Figur vorgegeben, so erhalt man CA*, —

=b+c—-a und CB*, =b+c - a, also ebenfalls A =-a+be
a

|ABC| = |A*B*:C|] < ab = (b+c-a)(@a+c-b)
< y=60°.

Kontrolle mit einem DGS lasst vermuten, dass A*, = A’y und
B*, = B'a genau dann gilt, wenn y = 60°.
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2. Beweis des HS: Wir betrachten funf wichtige / B
Punkte auf der Seite bzw. Geraden BC: Den | T

HohenfuRpunkt H, der Hohe von A, den Beriihr- | &
punkt Ta des Inkreises (gleichzeitig der Lotful3-
punkt des Lotes von I), den Schnittpunkt W, mit
der Winkelhalbierenden w., den Mittelpunkt Ma
und den Beriihrpunkt T'a des Ankreises an BC.

Wenn das Dreieck ABC gleichschenklig mit Basis
BC ist, fallen diese Punkte zusammen, sonst
liegen sie in dieser oder in umgekehrter
Reihenfolge auf BC, je nachdem b <aoderb >a
ist. Der Punkt H, liegt genau dann innerhalb der
Strecke BC, wenn y< 90° und auch g<90°, alle
anderen Punkte liegen stets innerhalb von BC.

Die relative Lage zueinander kdnnen wir mit a, b und c ausdriicken und damit zeigen, dass AT'; || MaA',

und mit Hilfe dieser Beziehung, dass CA', = ab und analog CB', = ab .
a+c-—b atb-c

Die Figur stellt die Situation fiir a > b dar. Falls a < b gelten dann die Uberlegungen ebenfalls, da dann
die Punkte Ha, Ta, Wa, Ma, und T'a in umgekehrter Reihenfolge auf BC liegen.

Bekanntlich haben die Tangentenabschnitte auf CB an den Inkreis von der Ecke C und die Tangenten-
abschnitte an den Ankreis von B die gleiche Lange, namlich 1/2(a + b - ¢), damit gilt

M,T, = M_T'; = M,C - CT, =%2—-Y2(a+b -c)="1(c-h).

2,2 12 2, .2 12
Weil a > b, ist f< aund damit < 90°. Fir H,B =ccosg = cal +2C b =2 +; b erhalten wir
ac a

also einen positiven Wert, es gilt also

2, .2 2 _ 2 _ 2 _
HT. = H.B-BT" = a“+c”-b° a+b-c _a +(c+b)(c b)_a +a(b—-c)
2a 2 2a 2a

(c—b) (a+b+c) _ MaTa'h_a'
2 a r

Unter der Verwendung der Flachenihaltsformeln 2|ABC| = r-(a+b+c) = a- ha schlie3en wir hieraus

H,T'. _ AH,
M,T, 1T,

Nun stimmen die Dreiecke TalM, und H.AT'sy Uberein im Verhdltnis der von T, bzw. H, ausgehenden
Seiten sowie dem rechten Winkel bei T, bzw. Ha. Sie sind also ahnlich, insbesondere sind die Winkel
bei Ma und T'a gleich. Hieraus folgt — zusammen mit der Tatsache, dass A', auf Mal liegt — dass
MaA'p || T'2A. Mit Strahlensatz mit Zentrum C folgt

CAY, _CM, _ ;a

— ab — ab
! = ,also CA', = ;analog CB', = .
CA CT, la+1(c-b) a+c—b b " atc-Db g 2 b+c-a

Bemerkung: Die Berechnung der Streckenlangen zwischen diesen Punkten war auch Thema bei der
Aufgabe bwm 2019 ii 3.
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3. Beweis des HS (mit Strahlensatz): Sei T, der Berthrpunkt des
Inkreises von Dreieck ABC mit der Seite BC und P der
Schnittpunkt von Cl mit MaMc.

Nunist AC || MaMc, also folgt mit Strahlensatz mit Zentrum I, dass

cA, =Mp- 2 = wmp.Cl—1
P cP_cl

Da CI den Winkel ZACB halbiert und AC || MaM. gilt, ist ZMJPC
= Z/ACP = Z/PCM,, d.h. das Dreieck PM.C ist gleichschenklig
und somit

M,P = M,C = M,B = %

I‘Q
A

Damit ist der Thaleskreis tber der Strecke BC gleichzeitig Umkreis des Dreiecks PBC, d.h. es qilt
/BPC = 90°. Weiter folgt aus der Definition von T,, dass auch ZCTal = 90°. Also sind die Dreiecke IT.C

CP

. L . . . . CT.
und BPC beide rechtwinklig mit gleichem Winkel /2 bei C, woraus wir cos’> = —% = ablesen.

Unter Verwendung von CT, = /2(a+b-c) und CB = a ergibt sich

(a+b-c)

v

CP = acosg und CI =
2 - cos<
2

Cl CB

Dies setzen wir nun zusammen und erhalten unter Verwendung von 2-cos?(*/2) = 1 + cos y:

CA, = M,P-CI- 1 _ a atb-c 1
CP-CI 2 2cos” acosZ_a+b—c
2 2 2cos
2
_a a+b-c _ 1 a+b-c
2 4 2 a+b-c
2ac052§—(a+b—c) (1+Cos7,)_w
_ 1 a+b-c 1 2ab(a+b-c)
2 Z;at)+a2+b2—c2 _2b(a+b-c) 2 2ab+a? +b? —c? —2ab—2b? + 2bc
2ab 2ab 2ab
ab(a+b-c)  _ ab(a+b-c) ab(a+b-c)
a? —b? +2bc - c? a?—(b-c) (a+(b-c))(a—(b-c))
= __@&
(a+c-b)
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4. Beweis des HS (Charakterisierung des Inkreismittelpunktes des Dreiecks ABC relativ zum
Mittendreieck): Wir verwenden folgenden Hilfssatze, die wir am Ende beweisen:

HS 1: Das Dreieck ABC und sein Mittendreieck MaMyM. haben den gleichen Schwerpunkt S, und die
zentrische Streckung (S;-1/2) bildet das das Dreieck ABC auf sein Mittendreieck MaMM. ab.

HS 2: Der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC ist der NAGEL-Punkt des Mittendreiecks M.MyMc, d.h.
der Schnittpunkt der Verbindungslinien zwischen einer Ecke und dem Berlihpunkt des
gegeniberliegenden Ankreises auf der gegentiberliegenden Seite.

Dann ist mit den Bezeichnungen des 2. Beweises das Bild der Geraden Mal bei der zentrischen
Streckung (Z,-2) die Gerade AT',, ferner gilt AT'a || Mal. Nun kdnnen wir wie im 2. Beweis schlief3en.

Beweise der Hilfssatze: HS 1 ist hinlanglich bekannt. Einen Beweis fur HS 2 findet man (nicht nur) bei
HONSBERGER (vgl. Bemerkung unten). Hier ein Beweis, der nahe an den Voraussetzungen der Aufgabe
ist: Da der Inkreismittelpunkt | des Dreiecks ABC stets im Innern des Mittendreiecks liegt, bestimmen
die drei Geraden Ml , Myl und M.l drei Ceva-Transversalen, die den gemeinsamen Punkt | haben und
auf den Seiten des Mittendreiecks die Teilpunkte Cy, Bm und Av bestimmen (Cy ist in der Zeichnung
nicht eingetragen).

Weil CI auch Winkelhalbiernde im Dreieck
A',CMs ist, gilt nach Strahlensatz

mit Zentrum I:

M,By, _ M,l _ CM,
AyM, 1A, A,C

MyAs _ CM,

und mit Zentrum A'y: .
ALM, A,C

Der Vergleich ergibt sofort, dass M, A, = M_B,, . Analog erhalten wir auch M_/B,, = M,C,, und

M,Cy = M.A, . Mit den ublichen Berechnungen mit den Tangentenabschnitten der Ankreise an ein

Dreieck leiten wir her, dass die Teilpunkte AM, BM und CM identisch mit den BerUhrpunkten der
Ankreise des Mittendreiecks sind.

Bemerkung: Da | der NAGEL-Punkt im Mittendreieck und gleichzeitg Inkreismittelpunkt im Dreieck ABC
ist, fuhrt die zentrische Streckung (S,-2) den Punkt | auf den NAGEL-Punkt N des Dreiecks ABC und die
Streckung (S,-%/2) auf den Inkreismittelpunkt Iy des Mittendreiecks (= SPIEKER—Punkt). Also sind die
Punkte I, S, Im und N kollinear und Iy der Mittelpunkt der Strecke IN, vgl. auch HONSBERGER, ROSS,
Episodes in nineteenth and Twentieth Century Euclidean Geometry, ISBN 0-883585-639-5 p.12. Nicht
nur Mathworld verwendet den Begriff NAGEL—Gerade (https://mathworld.wolfram.com/NagelLine.html). Man
beachte die Analogie zur Eulergrade, die auch durch S geht und auf der Umkreismittelpunkt,
Hohenschnittpunkt und Mittelpunkt des Feuerbachkreises in entsprechenden Abstanden liegen.

5. Beweis (wir setzen Grundkenntnisse Uber baryzentrische Koordinaten voraus): Wir wahlen das
Dreieck ABC als Referenzdreieck. Die baryzentrischen Koordinaten der gegebenen Punkte sind dann
A(1:0:0), B(0:1:0), C(0:0:1), I(a:b:c), Ma(0:1:1), Mp(1:0:1). Die Punkte A' und B' liegen auf den Geraden

CA bzw. CB, also gibt es reelle x und y, fiir die A'(x: 0: 1-x), B'(0 : y : 1-y). Dann gilt CA' = x-CA = bx
und CB' = y-CB = ay.
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Nun sind drei Punkte genau dann kollinear, wenn die Determinante der zugehérige Matrix aus den
Koordinaten der drei Punkte den Wert Null hat. Also ist A" genau dann Schnittpunkt von AC mit Mal;
wenn

a
a-b+c’

c
1 |=a(1-x)+bx-cx =x(-r-a+b-c)+a < x=

OoORrT

<X O®

1-x

Analog (man vertausche aund b, xundy); y= ——— .
—-a+b+c

Mit bekannter Flacheninhaltsformel fir Dreiecke gilt nun mit absiny # 0
[ABC| = |A'B'C| & absiny = aybxsiny < xy=1

a b

. =1 < (a-b+c)(-a+b+c) = ab < c2=a?+b? -abh.
a-b+c -a+b+c

Nach Cosinus—Satz gilt aber in jedem Dreieck auch c¢? = a? + b? — 2abcos(). Der Vergleich beider
Terme liefert sofort die aquivalente Bedingung ab = 2abcos (3); und da ab # 0 weiter cos () = /2, also
y = 60°.
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Aufgabe 4: Von den Verbindungsstrecken zwischen den Ecken eines reguléren 2n-Ecks (also den
Seiten und Diagonalen) sollen genau n Strecken rot gefarbt werden, wobei folgende Regeln
eingehalten werden muissen:

1) die Endpunkte der rot gefarbten Strecken sind genau die 2n Ecken,
2) keine zwei rot gefarbten Strecken haben gleiche Lange.

Fur welche naturlichen Zahlen n = 2 ist dies mdglich?

Anmerkung: Die Richtigkeit des Ergebnisses ist zu beweisen.

Antwort: Eine solche Farbung ist méglich < n =0 mod 4 oder n =1 mod 4.

1. Beweis fir "=" (Paritdtsbetrachung): Die Ecken des 2n—-Ecks seien im Uhrzeigersinn fortlaufend mit
Ei, Ez, ..., E2n bezeichnet.

Wir definieren das Entfernungsmalfd d(E;,E; ) = d(i,j) zweier Eckpunkte E; und E; als Anzahl der Seiten
des 2n—-Ecks, die auf dem kirzesten Weg entlang der Seiten des 2n—Ecks liegen. Gleichzeitig sei d(i,j)
das Léangenmal? der Verbindungsstrecke EiE;. Diese MalRe nehmen einen der Werte aus {1, 2, ..., n}
an, jeder dieser Werte wird auch tatsachlich angenommen.

Es gilt offensichtlich EE; > E,E; < d(i,j) > d(r,s). d.h. die Ordnungen der Strecken nach Lange und

nach Entfernungsmal’ sind identisch. Die Forderung, dass keine zwei rot gefarbten Strecken gleiche
Lange haben, kénnen wir also ersetzen durch die Forderung, dass keine zwei rot gefarbten Strecken
gleiches Langenmal3 haben.

Interessant, aber fiir unsere Argumentation unnétig ist die konkrete Berechnung d(Ei,E;) := d(i,j) = min(|)j = i| , 2n = |j — i|). Diese
Formel kann allerdings als zusatzliche Bestéatigung fir die folgende Aussage bzgl. der Paritét dienen.

Wir nennen nun ein Paar von Indices (i,j) und auch die zugehdrige Verbindungsstrecken EiE; gerade
bzw. ungerade, wenn die ganze Zahl d(i,j) gerade bzw. ungerade ist. Da 2n stets gerade ist, sind (i,j)
und EiE;j gerade, wenn i und j gleiche Paritat haben (also beide gerade oder beide ungerade sind) und
ungerade, wenn i und j verschiedene Paritat haben.

Sei nun fir ein bestimmtes n eine zulassige Farbung gegeben. Wir wischen alle nicht geféarbten Strecken
weg und verkiirzen ab sofort "rot gefarbte Strecken" zu "Strecken" und "Langenmalizahl" zu Lange.

Es gibt genau n Strecken, jede hat genau zwei Endpunkte und es gibt genau 2n mdégliche Endpunkte,
also ist jede Ecke Endpunkt von genau einer Strecke. Da keine zwei Strecken gleiche Lange haben und
es n mogliche Langen gibt, kommt jede Lange k € {1, 2, ..., n} genau ein Mal vor. Jeder Lange k kénnen
wir somit eindeutig die Strecke der Lange k zuordnen, ebenso das zugehorige Paar der Indices
(a(k),b(k)) der zugehorigen Endpunkte, zur Wahrung der Eindeutigkeit fordern wir a(k) < b(k). Unter den
a(k) und b(k) kommt jede der Zahlen 1, 2, ..., 2n genau einmal vor.

Ist nun n gerade, so gibt es genau "2 ungerade Strecken und genau "/> gerade Strecken, d.h. durch die
Farbung werden die Indices der Endpunkte die Zahlen 1, 2, ..., 2n zu "/> geraden Paaren und zu "/>
ungeraden Paaren zusammengefasst. Ist dagegen n ungerade, so erhalt man ®+3/> ungerade und
("-1/, gerade Paare.

Unter den Zahlen 1, 2, ..., 2n kommen gleich viele gerade und ungerade Zahlen vor, in der Menge der
ungeraden Paare auch. Damit kommen auch in der Menge der geraden Paare gleich viele gerade wie
ungerade Zahlen vor.

Da unter den ungeraden Paaren bei geradem n genau 2 - "/2 = n Zahlen vorkommen und bei ungeradem
ngenau 2 - "*3/; =n + 1 Zahlen, bleiben fiir die geraden Paare n bzw. n - 1 Zahlen.

In jedem geraden Paar sind entweder zwei gerade Zahlen oder zwei ungerade Zahlen. Da es unter den
restlichen Zahlen gleich viele gerade wie ungerade Zahlen gibt, kann man die restlichen n bzw. n-1
Zahlen stets zu Vierergruppen zweier gerader und zweier ungerader Zahlen zusammenfassen. Also
muss n bzw. n — 1 durch 4 teilbar sein. Anders ausgedrtickt: Es ist n =0 mod 4 oder n =1 mod 4.
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2. Beweis fur "=" (letztlich gleiche Idee wie im 1. Beweis): Wir bezeichnen die Ecken des 2n-Ecks
fortlaufend gegen den Uhrzeigersinn mit Eo, Es, ..., E2n-1 . Jede Strecke EiEj mit 0 <1, j < 2n-1 kann
durch eine Drehung um das Zentrum des 2n—Ecks in die Strecke EoEr mit 1 < r < n Uberfihrt werden
(die Strecken EoE, und E,Eo gehen dabei in sich selbst tiber), dabei ist d = d(i,j) eindeutig bestimmt und
es gilt |EEj| > |[EsE| < d(i,j) > d(s,t). Als Mal3 fur die Lange der Strecke EiE; kdnnen wir also
d(EiE;j) :=d(i,j) = min(]j —i] , 2n — |j — i|]) definieren. Spater werden wir benutzen, dass — weil 2n stets
gerade ist — stets auch d(i,j)=i—-j=i+jmod2 ist. Die Menge der LdngenmalRe aller mdglichen
Verbindungsstrecken ist dann {1, 2, ..., n}.

Sei nun fur ein bestimmtes n eine zuléssige Farbung gegeben. Wir wischen alle nicht gefarbten Strecken
weg und verkirzen ab sofort "rot gefarbte Strecken" zu "Strecken" und "Langenmafzahl" zu Lange.

Es gibt genau n Strecken und es gibt genau 2n mégliche Endpunkte, also ist jede Ecke Endpunkt von
genau einer Strecke. Da keine zwei Strecken die gleiche Lange haben und es n mdgliche

Streckenlangen gibt, kommt unter den Strecken jede Streckenlénge aus {1, 2, ..., n} genau einmal vor.
Damit kann man jeder Strecke der Lange k die Indices a(k) und b(k) mit a(k) < b(k) ihrer beiden
Endpunkte eindeutig zuordnen. Wenn k die Langen 1, ..., n durchlauft, dann kommt unter den a(k) und
b(k) jeder Index O, 1, ..., 2n genau einmal vor. Also gilt

n 2n(2n-1

>a(k)+b(k)= 0+1+..+2n-1 = % = n(2n - 1). *

k=1

Nun Uberlegen wir, welche der Strecken gerade bzw. ungerade L&ngenmalfizahlen haben. Da die
Eckenzahl 2n gerade ist, ist d(EiE;) genau dann gerade, wenn i und j gleiche Paritat haben. Also gilt

d(EawEng) = min(Jo(k) = a(k)[ , 2n - [b(k) - a(k)]) = a(k) + b(k) mod 2
zusammen mit (*) erhalten wir dann fur n die notwendige Bedingung

”(—n2+1) =1+..+n = kzn:_lk: émin(|b(k)_a(k)|,2n—|b(k)—a(k)|)

ia(k)+b(k)5 n(2n - 1) mod 2.
k=1

Diese Kongruenz ist genau dann erfillt, wenn n = 0 mod 4 oder n = 1 mod 4; das war zu zeigen.

Beispiel fur t=3: n =4t =12, 8t-Eck = 24-Eck
1. Beweis fir "<" (konkrete Angabe einer zulassigen . O

Farbung): Ea_ ~ E=Es

Fall 1: n=4t, t=1: In dem 8-t—-Eck nummerieren wir die
Ecken von -4t + 1 bis 4t im Uhrzeigersinn durch. Nun
mussen wir 2t gerade Verbindungsstrecken und 2t unge-
rade Verbindungsstrecken rot farben (jede verwendete Farbe
istim Sinne der Aufgabenstellung rot). Anhand der Figur und der
Tabelle - sortiert nach Indices der Anfangspunkte — kann
die Existenz der zuldssigen Farbung leicht Uberpruft
werden (fur t =1 werden in der 2., 4. und 6. Zeile leere
Mengen von Strecken beschrieben):

Eg=Ea

E10=Eau o Ei0 = Egu1
En=Egqa Eu:’g\"" Ei=Exe
Zahlindex Anz. | Strecken | Art Langen
i=0 1 (0, 2t - 1) | ungerade 2t-1
1<is<t-1 t-1 (=i,i) gerade 2,4,..,2t-2
i=t 1 (=t,3t +1) | ungerade 4 -1
t+1<i<2t-1 t-1 | (-i,i-1) | ungerade 2t+1, 2t+3,...,4t-3
2t<i<3t t+1 (=i, i) gerade 2t, 2t+2, e , 4t
3t+1<i<4t-1 | t-1 | (-i,i+1) |ungerade |1,3,..,2t-3

13



BWM 2023 II Lésungsbeispiele He®
A

Fall 22 n=4t+1, t=z1: In dem 8:(t+ 2)-Eck nummerieren wir die Ecken von -4t bis 4t+ 1 im
Uhrzeigersinn durch. Nun farben wir 2t + 1 ungerade Verbindungsstrecken und 2t gerade Verbindungs-
strecken:

Firt=1, also n = 5 und dem 10-Eck gibt nebenstehende Figur eine konkrete | n=s=s1+1 10«
Farbung an.

Fiar t=2, also n =9 und dem 18-Eck kann man aus unten stehender Figur
eine zulassige Farbung ablesen. Fir t = 2 gilt die Figur ohne die roten Punkte
und die gestrichelten Linien, fur t = 3 ergdnze man in Gedanken die neuen
Indices bei den Eckpunkten. Die Zahlen an den Strecken gibt deren Lange an,
in Klammern ist dies die Lange furt = 3.

Wie oben kann man sich mit Hilfe der Tabelle und der Figur von der
Zuléssigkeit der Farbung tberzeugen. (Firt=2istt -2 =0, d.h. in Zeile 4 wird eine leere Menge von
Strecken beschrieben.)

t=2,n=9=4/2+1, 18-Eck
mit Ubergang zu t = 3, n = 13, 26-Eck

n=4t+1,t=2: Auflistung der gefarbten Strecken, sortiert nach
nicht positiven Indices der Anfangspunkte, firt=2,n=9 (d.h. im
18-Eck) entfallt die 4. Zeile.

Zahlindex Anz. | Strecken Art Langen
i=0 1 (0,2t+2) gerade 2t+2
1<is<t t (=i, i) gerade 2,4,..,2t
t+1<i<2t t (-i,i+1) ungerade 2t+3, ..., 4t +1
20+1<i<3t-2 | t-2 (=i, i+2) gerade 2t+4,..4t-2
i=3t-1 1 (-3t=1, t+1) | gerade 4t
t<i<4t t+1 (-i,i+1) ungerade | 1,3,..,2t+1

2. Beweis(skizze): Es sei n =4t bzw. n = 4t + 1. Die Anzahl der Ecken in den farbig gekennzeichneten
Bereichen des Umkreises des 2n—-Ecks seien wie in der Figur angegeben; die Ecken anschliel3end
gleichabstandig verteilt. In jedem der farbig gekennzeichneten Bereich werden t bzw. t-1 parallele
Sehnen gefarbt. Nun l&sst sich leicht (wenn auch nicht schnell) verifizieren, dass jede der mdglichen
Langen 1, 2, ..., 4t bzw. 1, 2, ...,4t+ 1 genau einmal vorkommt. (Man beachte, dass die langste
Diagonale im Fall n = 4t rot ist, im Fall n = 4t+1 blau.)

n=4t bzw n=4t+1

t Ecken

len ungerade Langen 1,3, ..., 2t-1
t-1 Ecken 2

d /) gerade Lange 4t
/ N
t-1 Ecken gerade Langen 2t+2, 2t+4, ..., 4t-2
t Ecken o
Léange 2t
bzw. 2t+1
ungerade Léngen 2t-1, 2t+1, ..., 4t-1

t-1 bzw. t Ecken t Ecken bzw. 241, 2t + 3, ..., 4t+]

t-1 bzw. t Ecken gerade Langen 2, 4, 6, ..., 2t-2
bzw. 2, 4, ..., 2t
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