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VORWORTE

Liebe Leserinnen und Leser,

mit ihren jahrlich vier Runden ist ligen. Sie verstehen es, ihre Freude an der Mathematik an die Teilnehmerinnen und Teil-

die Mathematik-Olympiade ein bun- nehmer weiterzugeben. Der 1994 als Trager des Wettbewerbs gegriindete Mathematik-
desweit fest etablierter Wettbewerb Olympiaden e.V. bundelt diese Aktivitaten rund um die Olympiade und die Forderung
fiir mathematisch begabte Schiile- mathematisch interessierter Schiilerinnen und Schiiler.
rinnen und Schiiler von Klasse 3 bis
zum Abitur. Wir wiinschen diesem Heft eine grof3e Verbreitung und den Leserinnen und Lesern viel

Freude an unseren beispielhaft ausgewéhlten Aufgaben sowie viel Erfolg beim eigenen

Zum Jubilaum der 6o0. Olympiade Knobeln.

haben wir Ihnen dieses Heft zusam-

Prof. Dr. Jiirgen Prestin Prof. Dr. Konrad Engel

mengestellt, in dem wir zum einen _ -

ausgewahlte Aufgaben und Losungen prasentieren und zum anderen einen illustrierten %

Einblick in das Olympiadeleben geben wollen. Wenn Sie selber einmal an der Mathema- ?“’

tik-Olympiade teilgenommen haben, werden Sie sich beim Durchblattern dieses Heftes

vielleicht noch einmal in diese Zeit zurtickversetzen. Prof. Dr. Jiirgen Prestin

1. Vorsitzender des Mathematik-Olympiaden e. V.
Sehr freuen wiirde es uns, wenn wir Sie hiermit anregen konnten, die Olympiade an Ihrer
Schule zu organisieren oder sich anderweitig an der Durchfithrung des Wettbewerbs zu ///- %{

beteiligen. Unter www.mathematik-olympiaden.de finden Sie dazu die fiir Sie passen- - -

den Kontakte und Informationen.

Prof. Dr. Konrad Engel

Unser Dank gilt an dieser Stelle den vielen Kolleginnen und Kollegen vor Ort, die mit Vorsitzender des Aufgabenausschusses der Mathematik-Olympiade
ihrem grofien Engagement die Mathematik-Olympiade jedes Jahr erneut zu einem Erfolg
werden lassen. Hervorgehoben seien die Mathematik-Lehrerinnen und -Lehrer an den
Schulen, der Aufgabenausschuss mit iiber 50 Kolleginnen und Kollegen und die vielen
Hochschulangehorigen, die sich an der Organisation und Korrektur der Losungen betei-




Liebe MO-Interessierte und -Bedeisterte,

zur Mathematik-Olympiade gibt es viele Geschichten. Wenn im personlichen oder be-
ruflichen Umfeld das Gesprach auf die Mathematik-Olympiade gelenkt wird, berich-
ten Gesprachspartner hdufig und unvermittelt, dass sie in der Schulzeit selber einmal
teilgenommen haben, dass eine befreundete Mathematiklehrerin den Wettbewerb in
ihrer Klasse anbietet oder dass die Enkelin neulich von solchen Aufgaben gesprochen
hat. Die Olympiade ist in der deutschen Schullandschaft etabliert und gewinnt jedes
Jahr aufs Neue viele junge Fans, die sie fiir das Fach Mathematik begeistert. Die jahrlich
etwa 200.000 Teilnehmenden belegen, dass die Forderung interessierter und begabter
Jugendlicher inzwischen lidngst in einem groflen Teil der Schulen des Bundesgebietes
angekommen und haufig zur Tradition entwickelt worden ist.

Wer sich erstmals von den Aufgaben zur Teilnahme verfiihren lasst, kennt in der Regel die
bewegte Geschichte der Mathematik-Olympiade nicht. Als staatlicher Schiilerwettbewerb
der ehemaligen DDR ist es dem Engagement vieler Motivierter zu verdanken, dass sie
nicht nur erhalten blieb, sondern inzwischen in ganz Deutschland Schiilerinnen und
Schiiler von dem Forderangebot profitieren kénnen. Bundesweit lebt die Mathematik-
Olympiade von den vielen Menschen, die als Lehrkréfte und Ehrenamtliche der néchsten
Generation den Reiz naherbringen.

Neben der mathematischen Ausbildung des begabten Nachwuchses steht bei der
Mathematik-Olympiade besonders die Begegnung der Teilnehmerinnen und Teilnehmer
im Vordergrund. Gleichaltrige zu treffen, die das eigene Interesse am Fach teilen, stellt
eine wichtige Erfahrung fiir Kinder und Jugendliche dar und unterstiitzt sie in ihrer
Entwicklung. In Klausurwettbewerben auf Regional-, Landes und Bundesebene kommen
Schiilerinnen und Schiiler alljahrlich zusammen und kniipfen am Rande des Wettbewerbs
Kontakte. Es gibt viele Beispiele fiir daraus erwachsende Freundschaften, die weit tiber
die Schulzeit hinaus bestehen.

Die Verbindung zwischen den Menschen resultiert nicht zuletzt aus der gemeinsamen
Erfahrung der Herausforderungen, welche die Mathematik-Olympiade an ihre Teilneh-
menden stellt. Die Aufgaben wecken nicht nur Neugier, regen die Phantasie an und mo-
tivieren zum logischen Denken und Kombinieren - sie geben auch Anlass zu ausfihrli-

cher Diskussion von Losungsansatzen und zur Ergrindung
darauf aufbauender mathematischer Inhalte.

Auf die Entwicklung verwenden die Verantwortlichen grofie
Sorgfalt. Formulierungen und Schwierigkeitsgrad sind an
der jeweiligen Klassenstufe der Teilnehmenden ausgerich-
tet. Jahrlich werden fast 150 neue Aufgaben fur die Olympi-
ade-Klassen 3 bis 12 veroffentlicht, die sich von den meisten

in der Schule gestellten Problemen unterscheiden: Sie sind
komplexer, stellen hohe heuristische Anforderungen und zur Losung bendtigt man eine
breite Palette mathematischer Werkzeuge.

Interessante und fiir den Wettbewerb geeignete Aufgaben stammen vor allem aus der
elementaren Zahlentheorie, der Graphentheorie, der Kombinatorik, der Algebra und der
Elementargeometrie. Bei der Zusammenstellung achtet der Aufgabenausschuss in jedem
Olympiadejahr auf eine ausgewogene Mischung dieser Gebiete. Daneben miissen die
Aufgaben unterschiedliche Schwierigkeitsgrade von leicht bis schwer aufweisen, denn
auf der einen Seite sollen sie moglichst allen Teilnehmerinnen und Teilnehmern Erfolgs-
erlebnisse ermdglichen, auf der anderen Seite aber auch fiir die Besten Herausforderun-
gen bereithalten.

Die vorliegende Aufgabensammlung bietet einen Querschnitt durch das reichhaltige
Material der Mathematik-Olympiade. Sie als Leserinnen und Leser sind eingeladen, sich
von ausgewdahlten Aufgaben zu eigenen Losungsversuchen inspirieren zu lassen, um die
Erfahrungen der Teilnehmenden im Lésungsprozess selbst zu durchleben. Dabei wiin-
sche ich Thnen viel Freude.

) N——

Patrick Bauermann
Leiter Bundesweite Mathematik-Wettbewerbe



DER WETTBEWERB

Die Mathematik-Olympiade in Deutschland ist ein traditionsreicher Wettbewerb fiir alle

Mathefans von Klasse 3 bis 13. Schiilerinnen und Schiiler haben die Moglichkeit, ihre ma-

thematischen Fahigkeiten unter Beweis zu stellen und weiterzuentwickeln. Anspruchs-

volle Aufgaben fordern logisches Denken, Kombinationsfahigkeit und den kreativen Um-

gang mit mathematischen Methoden. Die Mathematik-Olympiade erstreckt sich fiir die

Klassenstufen 3 bis 7 Uiber drei, ab Klassenstufe 8 iiber vier Runden. Alle interessierten

Schulen erhalten die aktuellen Wettbewerbsunterlagen fiir jede Runde einschliefRlich

Aufgaben und Losungen iiber die Landesbeauftragten in ihrem Bundesland.

Ausfiihrliche Informationen sowie Termine rund um die Mathematik-Olympiade finden

Sie auf www.mathematik-olympiaden.de.

Schuljahresbeginn,
frithstens 1. August

Mitte November
bis Mérz

Ende Februar
bis Mai

Die jeweilige Schule legt die Durchfiihrungsform fest und bestimmt, ob
die Aufgaben einzeln oder in Gruppen, im Unterricht oder zu Hause bear-
beitet werden.

Erfolgreiche Teilnehmerinnen und Teilnehmer der Schulrunde werden
zur Regionalrunde eingeladen und schreiben eine Klausur. Der Termin fiir
diese Runde variiert von Bundesland zu Bundesland und liegt frithestens
im November.

Die Besten der Regionalrunde nehmen an der Landesrunde teil, je nach
Bundesland einem ein- oder zweitdgigen Klausurwettbewerb. Auch der
Landesrundentermin variiert von Bundesland zu Bundesland und liegt
frithestens im Februar.

Eine Preisverleihung schliefdt diese Runde und damit den Wettbewerb fiir
die Grundschiiler ab.

Klassen 5 bis 12/13

Schulrunde
Schuljahresbeginn,
frithstens 1. August

Regionalrunde
Mitte November

Landesrunde
Ende Februar

Bundesrunde
Mai/Juni

Die Schulrunde ist als Hausaufgabenrunde konzipiert, sie kann aber auch
als Klausur in der Schule durchgefiihrt werden. Mit dieser Runde sollen
moglichst viele Schiilerinnen und Schiiler angesprochen werden, sie ist
auf eine Breitenwirkung ausgelegt.

Mitte November werden erfolgreiche Schiilerinnen und Schiiler der Schul-
runde zur Teilnahme an einer mehrstiindigen Klausur eingeladen. An zen-
tralen Orten bearbeiten sie vier Aufgaben.

An der Landesrunde nehmen die Besten der Regionalrunde teil. Sie wird
Ende Februar in der Regel als zweitdgiger Klausurwettbewerb ausgetragen.

Zur Bundesrunde im Mai oder Juni werden Mannschaften von bis zu
fliinfzehn Schiilerinnen und Schiilern ab Klassenstufe 8 aus allen Bun-
deslandern eingeladen. Seit 2014 zdhlen auch fiinf Géste aus deutschen
Auslandsschulen zu den Teilnehmern. An zwei Tagen werden jeweils drei
Aufgaben in viereinhalbstiindigen Klausuren bearbeitet. Fiir die Besten
der Bundesrunde winkt dann noch die Aussicht auf eine internationale
Herausforderung. Sie haben sich mit ihrem Erfolg in der Bundesrunde fiir
die Teilnahme am Auswahlwettbewerb zur Internationalen Mathematik-
Olympiade (IMO) qualifiziert, durch den jahrlich die Mitglieder der deut-
schen IMO-Mannschaft ausgewahlt werden.
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Seit Anbeginn mit der
Mathematik-Olympiade verbunden

Die 60. Mathematik-Olympiade ist fiir mich von ganz besonderer Bedeutung, denn ich bin
nunmehr auch genau 60 Jahre mit den Olympiaden verbunden.

Als ich in der 5. Klasse war, fand die 1. Olympiade statt und ich nahm in meiner Heimat-
stadt Neustrelitz teil. Ab 1965 besuchte ich die EOS , Friedrich Engels“ in Neubrandenburg,
denn hier gab es eine Mathematik-Klasse. In dieser Zeit nahm ich an zahlreichen Olym-
piaden bis hin zur IMO teil.

Mir machten die Mathematik-Olympiaden nicht nur immer viel Spaf3, sondern sie forder-
ten mit den Kreis- und Bezirksklubs mein mathematisches Interesse und damit auch mei-
nen Berufsweg.

Nach dem Abitur habe ich nicht nur Mathematik in Rostock studiert und bin Mathemati-
ker geworden, ich bin seitdem der Mathematik-Olympiade treu geblieben. Insbesondere
war ich bis 2010 tiber 16 Jahre lang der 1. Vorsitzende des Tragervereins fiir die Olympiaden.

Ich bin dankbar, dass ich zunadchst in meiner Schulzeit 8 Jahre lang an der Mathematik-
Olympiade teilnehmen konnte. Danach war ich mein ganzes Leben lang in verschiedens-
ten Formen an der Gestaltung des Wettbewerbs beteiligt. Vor allem freut es mich sehr,
dass ich bei den Bemiihungen, die Olympiaden zu einem bundesweiten Wettbewerb zu
machen, beteiligt war. Ich wiinsche der Mathematik-Olympiade eine sehr gute Zukunft!

Prof. Dr. Hans-Dietrich Gronau
Elmenhorst/Lichtenhagen

? 1966, In der 9. Klasse

2009, IMO Bremen

Erinnerungen an meine aller-
erste Mathematik-Olympiade
1960 in Anklam

Die Vorbereitung auf die Mathematik-Olympiade

erfolgte fiir einen meiner Mitschiiler und mich 1960

2020
sonntagvormittags bei unserer Mathematiklehrerin

in deren Zuhause. Der Wettbewerb selbst fand im Kunstraum der EOS , Geschwister
Scholl“ in Anklam statt. Er begann mit einem schnellen Kopfrechenteil, bei dem wir nur

das Ergebnis aufschreiben durften, keine Losungswege.

Danach wurden olympiadetypische Aufgaben gelost. Als Preise wurden Biicher tber-
reicht.

Die Mathematik-Olympiaden sollten mich seitdem jedes Jahr begleiten, als Schiilerin, als
Studentin und danach als Lehrerin. Zu meiner Tatigkeit gehorte immer die Forderung
von mathematischen Talenten, die in der DDR sehr gut organisiert war. Leider wurde
diese Forderung, ob in Stadt- und Bezirksclubs, in Mathematiklagern in den Ferien oder
Mathematikspezialklassen, nach 1989 so nicht weitergefiihrt.

Viele der geférderten Schiiler sind sehr erfolgreich ihren Weg gegangen, egal, ob in ma-
thematischer, technischer, medizinischer Richtung o.a., sie erinnern sich gerne an die
Zeit ihrer Forderung, die Teilnahme an den mathematischen Wettbewerben und ihre Er-
folge zurtick.

,Nichts ist getan, wenn noch etwas zu tun tibrig ist.“— Carl Friedrich Gauss

Ich wiinsche mir, dass dieses fiir die Starkung des Mathematikunterrichts und der Ta-
lenteforderung als Motto dienen sollte, dass Schulleitungen und Kultusministerien er-
kennen, dass der Mathematikunterricht und die Férderung mathematischer Talente sehr
viel dazu beitragen kénnen, Wissenschaften und die Wirtschaft weiterzuentwickeln.

Allen Mitgestaltern der Mathematik-Olympiade méchte ich herzlich fiir ihre jahrelange
Arbeit und das Engagement danken und ihnen fiir die weitere Arbeit viel Freude und Er-
folg wiinschen.

Gisela Michaelis
Neubrandenburg
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Der Aufdabenausschuss

Familidr ,vorbelastet“ist die
Mathematik-Olympiade seit
meiner erstmaligen Teilnahme
im Jahr 1965 zu einem festen Bestandteil
meines Lebens geworden. Sie hat mei-
nen beruflichen Weg zum Hochschulleh-
rer wesentlich mitgeprdgt. Das Losen der
Aufgaben hat mir von Anfang an Spaf
gemacht, mich herausgefordert und so
eine viel umfassendere Sicht auf die Ma-
thematik ermoglicht. Aufgrund meiner
Begeisterungfijr diesen Wettbewerb bin
meiner Schulzeit stdndig

ich nach Ende

dabeigeblieben, z.B.nun als Vorsitzender
des Aufgabenausschusses. Ich bin sehr
froh, dass dieser Wettbewerb nun ein

gesamtdeutscher ist und wiinsche ihm
eine noch grofiere gesellschaftliche An-

erkennung.

12

Wie bin ich Lei
eiter der Aufc
5= gabengruppe
o Viei;“;mhden? [‘ch glaube, eher zufé'?lllji d

rungslos wa anren diese Aufgabengruppe e

o5 mache Obr“l/mhd z‘ch einfach gesagt habepﬁas?.h_

kultar in Idies ohlich von der speziellen A,uf ablCh

: en Klassenstufen eh ~iygaven-

ungen hatte. erweniq Vorstel-

Natiirlich

besonderezrgifnd und empfinde ich es als einen

) , an einer Schni

entwickel ) ' nittstelle Au
i AnSChZ,HI;.ez der'zen einerseits noch vieljggbe'n zu
angehen gewzlshkezt zlzndphdnomenorientier:l;sli:[
mathemgtischnSCht-lSt denn die Basis verldsslich o
noch sch e.'n Wissens ist in dieser Altersk e
. mal, die aber andererseits in rsklasse

r,Innermathemati;

.. tisch rigiden“
fiihre rigiden” Beweisfii
HerZeZ S;.Ilen. Besonders liegen mir Auf; EIquhrung

, a
o le das Interesse an vertieﬂerBi h?n gm
vorgestellten Phénomen chdftigung

Da meine Arbe t gr ppe un ch n cht 7 gu -
1tsgru di 1 nu t
zZu

S(ZHUHEHGVIbeltEH, sonaern wir daiubel ]U”au im-
S
e en, S 1 E k-
mer noch leleld E?l}lab n, die uns be der ntwic,

g nd gg p C}Zen habe
ZLUI u 10)”111[13”1” IOﬁeHS aﬁ ma
3

ich auch nach
. 25 Jahren i .
dieser Titigkeit, mmer noch viel Freude an

die Richtung

Mathematik—olympiaden

_ sie mischen siche
ne Jahreszahl horen,

ser oder jener Form=

in in unser Leben in die
chreiben oder sagem:

lesen, s

und immer, wentt wir et e
ir Eri h Gefuhté
haben Wir Erinnerungem, Gedanken, auc NI
an Aufgaben Episoden, Besonderheitemn, prdgendes, Begegnu'ngen, Herausragendes, Ni
Sie leben eben, diese Mathematik»olympiaden, mit uns und in uns,
sie bereichern uns, stets positivim Denken und Empfinden.
hme

Seit
Landnez;z;nehrgo Jahren bin ich qJs
matik.ownﬁ;{éﬁ:g?ﬁfﬁr die Mathe-
o € In Sachsen tiiti
auSSChur;{a]st schon 10 Jahre im Auf;fztl;z
e die. Bmme‘?r wieder konnte ich mit "
P Memc;gezste‘rung sehen, die sowoh]
lerMathemat?: beim Losen anspruchsvol-
st .1 aufgaben als auch meine
der g eim Erstellen und Korrigier,
L en haben. Das fiihrt mich -
éugung: Die Math "

piade hélt jung. ematik-Olym-

Vor vierzig Jahren war s die Teilna
an Mathematik-Olympiaden von der fuinf-
ten Klasse an, die mir mafigeblich dabei ge-
holfen hat, mein Interesse und meine Befihigung
fiir Mathematik zu entdecken und zu entwickeln.
In spdteren Schuljahren hat sie mir Kontakt mit
Menschen vermittelt, die diese Begeisterung teil-
ten. So war der Wettbewerb im positiven Sinne
prigend fur mein ganzes weiteres Leben.
Als Mathematiker wirke ich deshalb gern daran
mit, den Wettbewerb weiterzutrag

en, damit auch
in Zukunft junge Menschen die begliickende ET-
fahrung machen kénnen, dass Mathematik Spaf
macht, und angeregt wer

den, der Mathematik

einen Platz in ihrem Leben zu geben.
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Aus dem Olympiade-Leben

)

In der Grundschule geht es darum, die Eltern mit den Kindern
ins Boot zu holen. Denn durch die Anteilnahme von Eltern, Grofs-

die Mathematik als etwas ganz Besonderes. Es ist ein Event fiir
die ganze Familie. Die Eltern sind stolz und die Kinder geniefSen
es, einen Tag gldnzen zu diirfen und im Mittelpunkt zu stehen.

Beim Wettbewerbstag der Mathematik-Olympiade geht
es nicht nur um Aufgaben, die spannend sind.

ris Gabelmant-
eltern und Geschwisterkindern erleben die jungen Olympioniken 2
Landesbeauftragte‘
flir Gmndschulenl in
Schleswig—Holstem

Do

Mathematik wird zum Erlebnis und ist weit mehr als nur das Lo-

sen von Aufgaben.

14

,’ Die 4. Runde 2020 war durch die Corona-beding-

ten Einschrankungen sehr besonders und wird

uns allen sicher lange im Geddchtnis bleiben. Ich
werde mich in dem Zusammenhang immer an die grofs-
artige Realisierung der , Ersatzveranstaltung“erinnern. In
kurzer Zeit wurden noch nie dagewesene Strukturen ge-
schaffen und von allen Beteiligten mit dem festen Willen
umgesetzt, sie zum Erfolg zu fiihren. Der Held der Aktion ist
flir mich Wolfgang Radenbach, der unermiidlich an der Da-
tenbank arbeitete, so dass dann die ungeheuren Mengen
an Daten reibungslos abgerufen und hochgeladen werden
konnten.

Riickblickend kann ich sagen, dass es eine grofsartige, ja so-
gar euphorisierende Aktion war. Ich fiihle mich sehr wohl
in diesem Verein, der das so reibungslos und erfolgreich re-
alisieren konnte.

,’ Fiinf Punkte fiir ein Komma

Meine erste 4. Runde (damals ,DDR-Olympiade”) erlebte ich 1985 in Erfurt. Da-
mals gab es in der 4. Runde nur die Klassenstufen 10 und 11/12 und ich durfte zum
Schnuppern als Friihstarter aus Klasse 8 teilnehmen. Vor mir trat bereits Martin Welk
aus dem gleichen Kreis als Friihstarter an und errang dabei sogar einen ersten Preis!
Wir wurden beide von Dr. Moldenhauer geférdert und er hielt es fiir duferst unwahr-
scheinlich, dass sich dieses Glanzstiick wiederholen wiirde.

Nach den beiden Klausuren hatte ich dennoch ein gutes Gefiihl und glaubte insbeson-
dere, die Aufgabe 4 vollstindig gelost zu haben. Grof$ war die Enttduschung, als ich fiir
diese Losung nur 2 von 7 Punkten erhielt.

Um die Aufgabe zu losen, benutzte ich zweifaches Abzdhlen als Argument, kannte den
Begriff aber noch nicht und hatte es daher in einem Satz beschrieben, statt es zu zitie-
ren. An diesem stand dann ein "falsch, —5P" mit der Begriindung, dass hier ein zentra-
les Argument fehle und die Losung daher nur fiir Beispiele verwertbar sei. Ich war sehr
verunsichert.

Da ich den Fehler nicht nachvollziehen konnte, wandte ich mich an Martin, der auch
wieder dabei war und sich meiner Losung annahm. Ihm fiel sofort auf, dass in dem
entscheidenden Satz ein Komma fehlte, wodurch er leider nicht grammatisch falsch
wurde, sondern eine ganz andere, einem typischen Denkfehler entsprechende Bedeu-
tung bekam.

Martin half mir bei der Formulierung des Einspruches, der im Wesentlichen darauf ab-
hob, dass ein fehlendes Komma ja keine fiinf Punkte wert sein konne.

Die Ergebnisse der Einspriiche wurden erst am ndchsten
Morgen bekannt. Die Jury erlduterte, dass das fehlende
Komma definitiv mehr als einen Punkt wert sei, und ich
bekam drei Punkte zusdtzlich zugesprochen.

Letztlich stellte sich so heraus, dass die Férderung von
Dr. Moldenhauer besser war, als er selbst dachte. Durch
die zusdtzlichen drei Punkte ergab sich zum zweiten
Mal in Folge ein erster Preis fiir einen durch ihn gefor-
derten Achtkldssler in der 4. Stufe der Klasse 10.

15



60 Jahre Mathematik-Olympiade in
Deutschland bedeuten 15 Jahre Enga-
gement in der Begabungsférderung fiir
mich. Die interessierte und ausdauernde Aus-
einandersetzung von Schiilerinnen und Schiilern

mit mathematischen Inhalten, die so in der Schu-
le nicht vermittelt werden, ist eine regelmdfSige Be-
reicherung und Motivationsquelle fiir das eigene

Ein Highlight im Rahmen meiner Tétigkeit fiir die pddagogische Handeln. Daneben habe auch ich im-

Mathematik-Olympiade ist die Durchftihrung der Lan- mer wieder die Gelegenheit bekommen, meine Fach-

desrunde an meiner Schule. lichkeit zu erweitern, was letztlich allen Schiilerinnen
. . . . und Schiilern zugutekommt. Danke fiir 60 und hof-
Uber 400 aufgeregte und motivierte Schiilerinnen und Schiiler, . . .
. ) . ) fentlich noch viele weitere Jahre!
liber 40 engagierte und fleifSige Helferinnen und Helfer und

ein perfekt harmonierendes und funktionierendes Organisa-
tionsteam lassen diesen Termin jedes Jahr zu einem grofSen

Erfolg werden. Als wir Anfang der achtziger Jahre in NRW die ersten

lokalen Mathematikwettbewerbe in Essen und Neuss
gegriindet haben, konnte niemand ahnen, was sich aus

S . . diesen bescheidenen Anfdngen entwickeln wiirde. Durch die
Hamburg ist ein Stadtstaat — daher sind die . . .
o ) Wiedervereinigung wurde der Kontakt zu den Olympiaden
Kommunikationsstrecken und Wege zwischen )
. . - . hergestellt, und die bestehenden Wettbewerbe wurden dort
den einzelnen Schulen kurz. Die Behorde fiir . . .
) . . ) integriert. Nach den ersten Teilnahmen an Bundesrunden

Schule und Berufsbildung sah die Mathematik-Olympi-

. . B wurden auch die Mathematikbegeisterten in anderen Stdd-
ade schon friih als férderungs- und unterstiitzenswert ) . .

) ) . ten und Regionen aufmerksam und wollten sich beteiligen.
an, sodass wir den Wettbewerb seit 1995 ,fldchende-

. . So war die Mathematik-Olympiade ein starker Anschub fiir
ckend“ durchfiihren.

die Entwicklung des Landeswettbewerbs Mathematik in NRW.
Fast alle Gymnasien und die Halfte der Stadtteilschulen Dafiir sagen wir heute unseren herzlichen Dank.

beteiligen sich. Auch an der Zweiten Runde der Mathe-
matik-Olympiade nehmen mehr als 1.400 Schiilerinnen
und Schiiler teil. Die Unterstiitzung vieler Kolleginnen,
Kollegen und ehemaligen Olympioniken ermdglicht ei-

ne zweitdgige Landesrunde an meiner Schule mit Hun-

derten von Teilnehmenden. Die Siegerehrung findet ———
Jtraditionell“ an der Technischen Universitdt Hamburg

statt. Da auch Wochenendseminare einfach zu organi- /;,
sieren sind, haben wir, so finde ich, gute Bedingungen \Oﬁ?

in unserem Bundesland. ithematik-
lympiade
iayerm 8.
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Landesrunde an der Grundschule
Schleswig-Holstein Nord

Und dann geht’s
ran an die Arbeit

Text: Doris Gabelmann




Einen herzlichen Gluckwunsch
zum 60. Geburtstag

’ , Aus vielen Riickmeldungen der Wettbewerbsteilnehmerinnen
und -teilnehmer waren besonders zwei Aspekte erkennbar, die
begeisterten. Der erste war die Neugierde auf interessante Auf-
gaben und Spannung bei der Herausforderung, diese zu l6sen. Der
sweite war die Méglichkeit, mit gleich gesinnten Schiilerinnen und
Schiilern aus ganz Deutschland in Kontakt zu kommen, mit denen
man iiber interessante Themen diskutieren konnte. Hier einige Ori-
ginal-Riickmeldungen, die dies gut zum Ausdruck bringen.

Irmingard Schmithiisen
Landesbeauftragte fur Baden-Wiirttemberg

auf der Bundes,

,, Mathera’tsel haben mich
schon immer begeisterF
und mich mit anderen Ratsel-
freunden quszutauschen ist noch
schéner. Erst als Teilnehmer, dann
als Vereinsmitglied, Korrektor,.
Orgam’sator, Betreue” unc‘l Trainer
habe ich seit 2008 stets viel Spaﬁ
pei der Mathematik—Olympmde
und ich freue mich auf mlnd?stens
sechzig weitere Jahre MO, bet der
ich selbstversta'ndlich noc].q lange
mithelfen werde, die Begelsterur}g
an der Mathematik im Allg.emelh-
nen und die Mathe-Olymplade im
Besonderen Zu unterstutzen- A?s
Bonus eine Knobelaufga?)e: Wwie
kann man 32 weifle Konige SO auf
ein schachbrett stellen, dass es‘fur
Zug maoglichst viele

dchsten .
et bt? Beweist

Zugméglichkeiten gi
auch, dass s nicht besser geht!

Marius Graeber

Ich habe als Schiiler 1

schen Mathematik.-
teilgenommen

. Sowohl

Korrektor gefllt mir an der

nef)er.z den motivierenden

Moglichkeit, mathematisc

te Menschen qus ganz De

Herwig Niibling

993 an der 1. gesamtdeut-
Olympiade in Magdeburg
damals als auch jetzt als
Mathematik-olympiade
A.ufgaben besonders die

h interessierte und sehy net-
utschland zu treffen.

Mir ist vor allem das tolle Gemeinschafts-
gefiihl in Erinnerung geblieben. So wurde

ich schon gleich zu Beginn unserer gemein-
samen Fahrt von unserem Team, in dem ich

das , Kiiken“ war, herzlich aufgenommen. Vor allem
aber die tolle Stimmung vor Ort hat mich nachhal-
tig beeindruckt. Es war einfach eine einzigartige Er-
fahrung, so viele Gleichaltrige zu treffen, mit denen
einen nicht nur die Freude an der Mathematik ver-
band, sondern in vielen Fillen auch andere Interes-
sen oder Hobbys oder oft auch einfach eine dhnliche
Art zu denken und die Welt zu sehen. Ich denke sehr
gerne an diese Zeit zurtick!

Katharina Gwinner

)

Héchste Anspannung bei der Klausur: Landesrunde

= pei der MO_57 in der DJH Baden-Baden

Katharing Rupf

g: Freizeitspi )
unde 1993 in Magde[i’fg[uZEIfungsch]agen z

Aus Baden-Wiirttemberg
wiinschen wir der
Mathematik-Olympiade
weiterhin so
schone Erfolge!

Die Mathematik—olympigd:s
’ war fur mich ein grojSartlg i
Erlebnis: ginerseits aufrleg:;lzei—
kter, glél
WettbeWerbs—Cham .
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Bericht aus Niedersachsen

Als Corona im Friithjahr 2020 in Europa und in der Welt mehr und mehr aktuell wurde,
stellten wir fest, dass es uns noch nicht wirklich im taglichen Leben beeintrachtigte: Ver-
eine, Schule, Arbeit, Freizeit: business as usual. Problemlos konnten wir unsere Landes-
runde im schonen Gottingen im Februar 2020 durchfiihren.

Doch vor Ostern wurden wir von Corona eiskalt erwischt: Lockdown!

Infolgedessen mussten wir unser Seminar zur Bundesrunde absagen — die ortliche Keks-
industrie musste vermutlich Insolvenz anmelden, da sie mit unserer jdhrlichen Abnahme
an Keksen fest gerechnet hatte ...

So richtig konnten wir es noch nicht glauben, als spater auch die Bundesrunde in Bonn
aufgrund der Pandemiebestimmungen abgesagt werden musste. Dank eines hartnacki-
gen und hoch engagierten Teams rund um die Mathematik-Olympiade konnten dessen
ungeachtet alle Untiefen und Klippen umschifft werden, so dass einer dezentralen , bun-

desweiten 4. Runde”“ nichts im Wege stand.

Man beachte, dass die Sommerferien ja in fast jedem Bundesland anders anfangen und

ein gemeinsamer Termin gefunden werden musste, der aber auch irgendwie nicht mit
dem Abitur zusammenfallen durfte. In Niedersachsen haben wir dann mit allen Eltern,
Teilnehmern und Schulleitern telefoniert, um ihre Gedanken, Sorgen und Anregungen
zu dieser Idee zu sammeln. Alle waren ausnahmslos begeistert und gliicklich, dass es
doch noch irgendwie klappen konnte!

Schlie8lich war es dann am 18. und 19.6.20 so weit. Zeitgleich schrieb das vierzehnkop-
fige niedersachsische Team in Schulleiterzimmern, leeren Klassenraumen, Sammlungen
oder auch in den heimischen vier Wanden. Alles lief problemlos. Ptinktlich wurden die ge-
scannten Losungen hochgeladen und selbst eine Hotline fiir, Riickfragen®, wie man es auf
Bundesrunden kennt, wurde von Christian Bernert in Géttingen unterhalten.

Auf die Ergebnisse unserer Mannschaft waren wir in diesem Jahr besonders stolz! Zum
einen trotz der besonderen Bedingungen und zum anderen, dass irgendwie jeder leis-
tungstechnisch ,mehr oder weniger” tiber sich hinausgewachsen ist. Respekt!

Bleibt der Trost, dass sich unser Team auch noch néachstes Jahr fiir eine neue Bundesrun-
de in Berlin qualifizieren konnte. Dann heif3t es hoffentlich wieder: Business as usual!

Bleibt zu hoffen, dass die Pandemie bald iiberwunden ist!
Wéhrend man hoch oben an der Kiiste dazu eher ,Kummt alls, as dat komen mutt“ sagt,
halten wir es hier im Raum Hannover eher mit dem ,Es ist ja, wie es ist!“

Liebe Griifse,
Euer Markus Hoffmann!

' Landesbeauftragter

Mied
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OLYMPIADEKLASSEN 3 UND 4

Teil b) Erfurt — 150 Teilnehmer

Teil ¢) Die Teilnehmerzahl hat sich in Erfurt verdoppelt.
Teil d) Insgesamt: 2004 — 800 Teilnehmer
Teil e) Insgesamt: 2014 — 1100 Teilnehmer
Teil f) In Erfurt war der Anstieg am groften. Es waren 150 Teilnehmer mehr.
Aufgabe 1 56-MO /1.Stufe f gamg 5
Teil g) In KOIn gab es einen Riickgang von 25 Teilnehmern.

[ 1
Teilnehmer der 4. Klassen an einem Schiilerwettbewerb, ﬂ entspricht 25 Teilnehmern:

— 57.M0/ 2. Stufe
oo o Aufgabe 2
000000 000000600
Hamburg | RNNNR feennanen _ _ _ o
Yy Y coccoccsccss Ein Garten, der aus 12 kleinen quadratischen Feldern besteht, soll in 4 Teile zerlegt wer-
Erfurt e eeerenNNNe den. Alle Teile sollen gleich groR sein und die gleiche Form besitzen. Auerdem sollen in
020000000000 000000000 . . . .
Kéln meeeneoonn Mmneenenn jedem Teil gleich viele Blumen stehen.
0e0000000 0000000000000 . . .. .
Berlin “nn“nnn“ n““nnn““n““““ Zeichne die Trennlinien ein.
a) In welcher Stadt nahmen im Jahr 2014 die meisten Kinder teil? Bestimme die Anzahl *
der Kinder.

b) In welcher Stadt nahmen im Jahr 2004 die wenigsten Kinder teil? Bestimme die An-

zahl der Kinder. * * * *‘ * * * *

c) In welcher Stadt hat sich die Teilnehmerzahl von 2004 zu 2014 verdoppelt? * *

d) Wie viele Schiiler nahmen insgesamt 2004 in allen vier Stadten am Wettbewerb teil?
e) Wie viele Schiiler nahmen insgesamt 2014 in allen vier Stadten am Wettbewerb teil? Losun g

f) In welcher Stadt sind von 2004 bis 2014 die meisten Teilnehmer dazugekommen?

Wie viele Teilnehmer waren es mehr? &
g) Inwelcher Stadt gab es einen Riickgang der Teilnehmerzahlen? Wie viele Teilnehmer 3 * | ¥ X | %
waren es weniger?
* ¥|¥| [¥|*|* x| *
Losung v X%

Teil a) Berlin — 325 Teilnehmer
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OLYMPIADEKLASSEN 5 UND 6

Aufgabe 3 57. MO0 / 3. Stufe

Karton 4 Karton B Karton C

8 12 16

AUfgabe 1 60. MO / 1. Stufe

In den drei Kartons sind Bleistifte. Die Zahlen auf den Kartons stimmen nicht mehr mit

der Anzahl der Bleistifte darin iiberein. Entweder sind in den Kartons drei Bleistifte mehr 2) Stelle 60 als Summe von zwei verschiedenen Primzahlen dar.
oder drei Bleistifte weniger als die notierte Zahl. Gib alle Méglichkeiten an.
a) Wie viele Bleistifte konnen in den einzelnen Kartons sein? Gib jeweils beide Moglich- b) Stelle 60 als Summe von drei verschiedenen Primzahlen dar.
keiten an. Gib eine Méglichkeit an.
b) Wie viele Bleistifte konnen insgesamt in den drei Kartons sein? Finde alle unterschied- ¢) Stelle 60 als Summe von vier verschiedenen Primzahlen dar.
lichen Anzahlen. Gib eine Méglichkeit an.
Losun g d) Stelle 60 als Summe von fiinf verschiedenen Primzahlen dar.
Gib eine Moglichkeit an.
Teil a)
Karton A R /5 Karton C e) Untersuche, ob man 60 als Summe von sechs verschiedenen Primzahlen
5 oder 11 Bleistifte g oder 15 Bleistifte 13 oder 19 Bleistifte darstellen kann.
Teil b) Losung
5+9+13=27 Teil a) 60 =7 +53 =13 + 47 =17 + 43 =19 + 41 = 23 + 37 = 29 + 31.
5+9+19=33
5+15+13 =33 Teil b) Die gerade Zahl 60 kann nicht als Summe von drei ungeraden Zahlen dargestellt
5+15+19 =39 werden. Da alle Primzahlen mit Ausnahme der 2 ungerade sind, muss die 2 unter den drei
114+9+13=33 Primzahlen auftauchen.
1n+9+19=39 Zu finden sind also noch zwei Primzahlen, deren Summe 58 betragt.

11+15+13 =39

11+ 15+ 19 = 45 Dies gelingt; es gilt 60 =2+5+53 =2+11+47=2+17 + 41.

Es konnen 27,33, 39 oder 45 Bleistifte sein. Teil c) Es gibt viele Méglichkeiten:
60 =3+5+11+41,

60 =3+5+23+29,
60=3+7+13+37,
60=3+7+19+31,

60 =3+11+17 + 29,
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60=5+7+11+37,

60=5+7+17+31,

60 =5+7+19 + 29,
60 =5+11+13+31,
60 =5+13 +19 + 23,
60 =7+11+13+ 29,
60 =7+11+19 + 23,
60 =7+13 +17 + 23,
60 =11+ 13 +17 +19.

Teil d) Hier muss wieder die 2 auftauchen. Dann kann man weiter untersuchen:

Zum Beispiel 60 =2 +58 =2+ 7+ 11+ 17 + 23.

Teil e) Im Zahlenraum bis 60 stehen die Primzahlen 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47, 53 und 59 zur Verfigung.

Von diesen miissen sechs ausgewahlt werden, um die Summe 60 zu erhalten.

Die 2 darf nicht auftreten.

Die Summe der sechs kleinsten tibrigen Primzahlen ist bereits (3 + 5+ 7 + 11 + 13 + 17 =) 56,
also um 4 weniger als 60.

Die nachste zur Verfligung stehende Primzahl ist 19. Ersetzen wir die 17 durch die 19, so ist
die Summe 58 — zu wenig. Ersetzen wir die 13 durch die 19, so ist die Summe 62 - zu viel.
Das gilt entsprechend, wenn wir eine der kleineren Zahlen durch die 19 ersetzen. Folglich
konnen wir die 19 nicht verwenden.

Wollen wir die nachste Primzahl, die 23, verwenden, so ist die Summe schon dann zu
grof3, wenn die 17 durch die 23 ersetzt wird: 3+ 5+ 7 + 11 + 13 + 23 = 62.

Folglich kénnen weder die 23 noch grofiere Primzahlen verwendet werden. Somit lasst
sich 60 nicht als Summe von 6 verschiedenen Primzahlen schreiben.

Aufgabe 2 55. MO / 2. Stufe

Herr Kuling, Frau Lange, Herr Ness und Frau Seebach sind zu einer Tagung gefahren
und iibernachten in einem Hotel.
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Im Hotel haben ihre vier Zimmer die Zimmernummern 544, 646, 751 und 903. Die erste
Ziffer gibt jeweils das Stockwerk an — alle vier wohnen also in unterschiedlichen Stock-
werken.

Die Vornamen der vier sind Andreas, Hans, Irene und Petronella. Es ist bekannt:

(1) Die Zimmernummern von Petronella und Hans haben die kleinste Differenz unter
den vier Zimmernummern.

(2) Frau Seebach hat als Einzige eine Zimmernummer, die durch 3 teilbar ist.
(3) Herr Ness muss zwei Stockwerke nach unten gehen, um zu Herrn Kuling zu gelangen.

Ordne den vier Personen ihre Vornamen und Zimmernummern zu!

Losung

Da die Zahlen 544 und 646 die kleinste Differenz aufweisen, folgt aus (1):
Die beiden Zimmer 544 und 646 werden von Petronella und Hans bewohnt. (4)

Aus (2) folgt:
Frau Seebach wohnt im Zimmer 9o3, weil das die einzige durch 3 teilbare
Zimmernummer ist. (5)

Aus (4) und (s) folgt:
Frau Seebach kann nicht Petronella heifien, sondern tragt den Vornamen
Irene, und Frau Lange muss den Vornamen Petronella haben, weil nur zwei
der Personen Frauen sind. (6)

Aus (5) folgt, dass Herr Ness nicht im 9. Stock wohnen kann.
Hieraus und aus (3) folgt, dass Herr Ness im 7. Stock und Herr Kuling im 5. Stock wohnt.

Hieraus und aus (4) folgt, dass Herr Kuling Hans heifst und dass Petronella Lange im
Zimmer 646 wohnt. Als letzte verbleibende Moglichkeit folgt die Belegung des Zimmers
751 mit Andreas Ness.

Folglich lautet die gesuchte Zuordnung:
Hans Kuling wohnt im Zimmer 544.
Petronella Lange wohnt im Zimmer 646.
Andreas Ness wohnt im Zimmer 751.

Irene Seebach wohnt im Zimmer 9o3.
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AUfgabe 3 57. MO / 3. Stufe

Ein grofBer Wiirfel wird zunéchst aus kleinen, gleichartigen Wiirfeln zusammengebaut.
Dann werden wieder einige der kleinen Wiirfel entfernt. Es entsteht ein Wiirfelgebéu-
de, wie es in der Abbildung zu sehen ist und von dem man zusatzlich weif3:

Das Wiirfelgebdude sieht von unten und oben gleich aus. Man kann hindurchsehen.
Es fehlt ein Quader mit quadratischer Grundfléche.

a) Aus wie vielen kleinen Wiirfeln besteht das 4 1
Wiirfelgebaude? -

Das Wiirfelgebdude wird in ein Farbbad getaucht.

b) Wie viele kleine Wiirfel haben dann genau eine
gefarbte Wiirfelflache?

c) Wie viele kleine Wiirfel haben gar keine gefiarbte
Wiirfelfliche?

Losung
Teil a) Ein vollstandiger 6 x 6 x 6-Wiirfel besteht aus (6 - 6 - 6 =) 216 kleinen Wiirfeln.
Von einem vollstdndigen 6 x 6 x 6-Wiirfel fehlt ein 2 x 2 x 6-Quader. Das Gebaude besteht

demzufolge aus (216 —2 - 2 - 6 = 216 — 24 =) 192 kleinen Wiirfeln.

Teil b) Auf den Aufienflichen des Wiirfelgebdudes gibt es auf der Vorder- und auf der
Riickseite sowie auf der linken und auf der rechten Seite jeweils (4 - 4 =) 16 kleine Wiirfel
mit genau einer gefarbten Flache. Dies sind insgesamt auf den seitlichen Aufienflachen
(16 - 4 =) 64 kleine Wiirfel.

Dazu kommen alle kleinen Wiirfel, die das Loch begrenzen, aber nicht gleichzeitig zur
Grund- oder Deckflache des Wiirfelgebaudes gehoren. Das sind insgesamt (4 - 2 - 4 =) 32
kleine Wiirfel.

Auflerdem gibt es noch auf der Grund- und auf der Deckflache an den Ecken des Loches
jeweils 4 kleine Wiirfel mit genau einer gefarbten Flache.

Insgesamt gibt es (64 + 32 + 8 =) 104 Wiirfel mit genau einer gefarbten Seitenfléche.

30

Teil ¢) Das Wirfelgebdude wird etagenweise betrachtet.
Alle Wiirfel der untersten und obersten Etage sind wenigs-
tens an einer Seitenflache gefarbt. Folglich sind die Etagen
2, 3,4 und 5 auf ungefirbte Wiirfel zu untersuchen.

In den Etagen 2 bis 5 bleiben je 4 Wiirfel ungefarbt (siehe
Abbildung), woraus eine Gesamtzahl von (4 - 4 =) 16 unge-
farbten Wiirfeln folgt.

In der Abbildung ist ein waagerechter Schnitt durch das
Gebaude in den Ebenen 2, 3, 4 oder 5 dargestellt, wobei die
hellgrauen Quadrate Wiirfel darstellen sollen, die an we-
nigstens einer Seitenflache gefarbt wurden, und die dun-
kelgrauen Quadrate die ungefdrbten Wiirfel.
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OLYMPIADEKLASSEN /7 UND 8

AUfgabe 1 54. MO / 1. Stufe

Anita, Beate und Christina haben zusammen genau 5 Ringe, ndmlich 2 aus Gold und 3
aus Silber. Jede hat mindestens einen und héchstens zwei Ringe. Sie unterhalten sich,
allerdings sagt hier keines der drei Mddchen die Wahrheit.

Anita sagt:,Ich habe einen Goldring und einen Silberring.“ Beate sagt: ,Ich besitze ge-
nau zwei Ringe.“ Christina sagt: ,Ich habe zwei Ringe aus gleichem Material.“

Untersuche, ob man aus diesen Angaben eindeutig ermitteln kann, wer von ihnen
wie viele Ringe welchen Materials besitzt, und gib gegebenenfalls diese Verteilung
der Ringe an.

Losung

Nach Aufgabenstellung gelten die beiden folgenden Aussagen:
Alle drei zusammen haben genau 5 Ringe, namlich 2 Ringe aus Gold
und 3 Ringe aus Silber. (2)
Jede hat mindestens einen und héchstens zwei Ringe. (2)

Da Anita die Unwahrheit gesagt hat, gilt:
Anita besitzt keinen Goldring oder keinen Silberring. (3)

Da Beate die Unwahrheit gesagt hat, besitzt sie nicht genau zwei Ringe.
Wegen (2) gilt also:
Beate besitzt genau einen Ring. (4)

Da Christina die Unwahrheit gesagt hat, besitzt sie nicht zwei Ringe aus
gleichem Material. Wegen (2) gilt also:
Christina besitzt nur einen Ring oder genau einen Gold- und genau
einen Silberring. (5)

Aus (1), (2) und (4) folgt:
Anita und auch Christina besitzen jeweils genau zwei Ringe. (6)
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Aus (5) und (6) folgt:

Christina besitzt genau einen Gold- und genau einen Silberring. (7)
Aus (3) und (6) folgt:

Anita besitzt genau zwei Ringe aus gleichem Material. (8)

Aus (7), (8) und (1) folgt:
Anita besitzt genau zwei Ringe, und zwar aus Silber. (9)

Aus (7), (9) und (1) folgt:
Beate besitzt genau einen Ring, und zwar aus Gold.

Aus den Angaben der Aufgabenstellung kann folglich eindeutig geschlossen werden,
wie viele Ringe welchen Materials jedes der drei Méddchen besitzt. Die einzige Mdoglich-
keit ist: Anita besitzt zwei Silberringe, Beate einen Goldring und Christina einen Gold-
und einen Silberring.

AUfga be 2 57-M0/2.stufe

Eine neue Rechenoperation o zweier rationaler Zahlen a und b mit b # 0 wird durch
pea-Z
aob=a-+

erklart. Zum Beispiel gilt

12
103=1——=—.
: 3 3

a) Berechne704und 70 (-2).
b) Priife durch Rechnung nach,ob304=403und (6 03)04 =60 (3 04) gelten.
c) Ermittle die Zahl a, fiir die a 0 2 = 2 gilt.

d) Ermittle alle Paare (a, b) aus ganzen Zahlen a und b, fiir die a o b = 0 gilt.

Losung
Teil a) Es gelten 7o4=7—%=¥= Z und 70(-2) = -L-2T_z
Teil b) Es gelten 3o4=3—%=% = % und 4og=4—% =%=%.Wegen%¢%gﬂtdie

Gleichung 304 =403 nicht.
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Es gelten
6
603 6 6-3

_ Ol O RO T A
(6o03)04=603 7 =63 4 =47 °3

und

3 12- 9 6
6o(304):6o<3fz>=60%:602:6—?:6—7= — =
7

Wegen 3 = %’ gilt auch die Gleichung (6 03) 0 4 = 6 0 (3 0 4) nicht.

Teil ¢) Es gilt a0 2 = 2 genau dann, wenn a — 4 = 2 gilt. Das ist 4quivalent zu 4 = 2 und daher

zua=4.

a
4=
beliebige, von 0 verschiedene ganze Zahl ist oder wenn 1 —% =0gilt, also b =1gilt und a

Teil d) Wegenaob=a-+=a- (1—%) giltaob =0 genaudann, wenn a = 0 gilt und b eine

eine beliebige ganze Zahl ist. Die gesuchten Paare sind also alle Paare (0, b) mit einer von
0 verschiedenen ganzen Zahl b und alle Paare (a, 1) mit einer ganzen Zahl a.

Aufgabe 3 55. MO / 3. Stufe

Das Viereck ABCD ist ein Trapez, bei dem die drei Seiten BC, CD und AD gleiche Linge
haben und die Seite AB doppelt so lang wie die Seite BCist. Der Diagonalenschnittpunkt
heifdt .

Ermittle die Grofe des Winkels ASB.

Losung
Wir bezeichnen den Mittelpunkt der Strecke AB mit M. Nach Voraussetzung gilt dann
~-|AB| = |AM| = |BM]| = |BC| = |CD| = |AD) . (2)

Da das Viereck ABCD nach Voraussetzung D Vi . ¢

ein Trapez ist, sind zwei seiner Seiten pa-
rallel zueinander. Wegen (1) kann nur

AB| CD )

gelten, siehe Abbildung.

i L4
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Wegen (1) ist das Dreieck AMD gleichschenklig mit der Basis MD. Nach dem Basiswinkel-
satz gilt daher

|XADM| = | % DMA| . (3)

Wegen (2) und nach dem Wechselwinkelsatz angewandt auf die Parallelen AB und CD
folgt

|&MDC| = |X DMA| . @
Aus (1), (3) und (4) folgt
|AD| = |CD|, |% ADM| = [¥ MDC]| .

Hieraus folgt, dass eine Spiegelung an der Geraden DM den Punkt A auf den Punkt C und
den Punkt C auf den Punkt A abbildet, also die Gerade AC auf sich. Folglich steht die Gera-
de AC senkrecht auf der Spiegelachse DMV,

DM L AC. (5)

Aus (1) und (s) folgt, dass die Gerade AC eine Spiegelachse des Dreiecks AMD ist und dass
daher der Punkt M Spiegelpunkt von D bei der Spiegelung des Dreiecks ACD an der Ge-
raden AC ist. Hieraus folgt, dass die Strecke CD bei Spiegelung an der Geraden AC auf die
Strecke CM abgebildet wird. Daher gilt

lcM| = |cD . (6)

Ebenso lasst sich mit Hilfe der beiden gleichschenkligen Dreiecke MBC und BCD zeigen,
dass M Spiegelpunkt von C bei Spiegelung an der Geraden BD ist. Daher gilt

|DM| = |CD] . (7
Aus (1), (6) und (7) folgt
|CM| = |DM| = |AM| = |BM| = |BC| = |CD| = |AD] . (8)

Aus (8) folgt nun, dass die Dreiecke AMD und MBC gleichseitig sind und jeder ihrer Innen-
winkel somit die Grofie 60° hat. Weiter folgt aus (8), dass jedes der beiden Vierecke AMCD
und MBCD ein Rhombus ist und da in einem Rhombus die Diagonalen Winkelhalbierende
sind, gilt | BAS| = |X SBA| = 30°. Hieraus und nach dem Innenwinkelsatz angewandt auf
das Dreieck ABS folgt [ ASB| =180° —2-30° = 120°.

Der Winkel < ASB ist also 120° grof3.
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Aufgabe 4 53. MO / 4. Stufe

Ein Wiirfel soll in kleinere Wiirfel zerlegt werden, wobei jede Seitenflache eines jeden der
kleineren Wiirfel parallel zu einer Seitenfldche des Ausgangswiirfels sein soll.

a) Weise nach, dass man den Wiirfel wie gefordert in 29, in 34 und auch in 20 kleinere
Wiirfel zerlegen kann.

b) Beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n 2 115 kann ein Wiirfel wie gefordert in n kleinere
Wiirfel zerlegt werden.

c) Untersuche, ob der Satz aus Teilaufgabe b) auch mit 71 anstelle von 115 gilt.

Losung

Eine Zerlegung des Wiirfels in Teilwiirfel derart, dass alle Seitenflachen aller Teilwiirfel
parallel zu Seitenflachen des Ausgangswiirfels liegen, wird zulédssige Zerlegung genannt.

Teil a) Durch Halbieren der Kanten eines Wiirfels kann dieser zuléssig in (23 =) 8 Wiirfel
zerlegt werden. Die Gesamtanzahl der Wiirfel erhoht sich dadurch um 7. Fithrt man sol-
che Zerlegungen ausgehend vom Ausgangswiirfel und fortfithrend mit beliebigen Teil-
wiirfeln vier Mal durch, erhalt man insgesamt (1 + 4 - 7 =) 29 Wiirfel.

Durch Dritteln der Kanten eines Wiirfels kann dieser zuldssig in (3% =) 27 kleinere Wiirfel
zerlegt werden. Die Gesamtanzahl der Wiirfel erhoht sich dadurch um 26. Zerlegt man
einen der entstandenen Teilwirfel durch Halbieren der Kanten zulassig in Wiirfel, erhalt
man insgesamt (1+1-26 +1-7 =) 34 Wiirfel.

Werden in einem Wiirfel, welcher durch Dritteln in 27 Teilwtirfel zerlegt ist, 8 dieser Teil-
wirfel wieder zu einem einzigen Wiirfel vereinigt, so verringert sich die Gesamtanzahl
der Wiirfel um 7. Man erhélt so insgesamt (1+1-26 —1-7 =) 20 Wiirfel.

Teil b) Wie in Teil a) bemerkt, kann man die Anzahl der Teilwiirfel in zuldssiger Weise um
7 ethohen, indem man einen der Wiirfel in 8 kongruente Teilwtirfel zerlegt. Wir zeigen,
dass es Zahlen m,, m,, ..., mg derart gibt, dass fiir jedes i € {0, 1, ..., 6} einerseits die Zahl m;
den Rest i modulo 7 hat und andererseits eine zuldssige Zerlegung in m; Teilwiirfel exis-
tiert. Wir konnen m, = 1 wahlen.

Durch Zerlegen eines Wiirfels in 27 kongruente Teilwturfel und Zusammenfiigen von 8
dieser Teilwtiirfel zu einem Wiirfel erhoht sich die Anzahl der Teilwiirfel um (-1 +27-8
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+1 =) 19. Ausgehend vom Ausgangswiirfel und durch ein- oder mehrfache Anwendung
dieses Zerlegungsschrittes erhalten wir der Reihe nach mg = 20, m, = 39, m, = 58, m_ = 77,
mg = 96 und mj = 115.

Zulassige Zerlegungen existieren daher fiir die Zahlen 77 + 7k, 1 + 7k, 58 + 7k, 115 + 7k, 39 +
7k, 96 + 7k und 20 + 7k mit k€{0, 1, 2, ..}. Zu jeder Zahl n > 115 existiert eine nattrliche Zahl
k, derart, dass sich n in der Form m; + 7k, darstellen lasst, wobei i der Rest von n modulo
7ist. Folglich gibt es zu jeder Zahl n > 115 eine zuldssige Wiirfelzerlegung.

Teil ¢) Wir untersuchen, ob sich die in Teil b) gefundenen Zahlen m, und m, durch kleine-
re Zahlen ersetzen lassen. Durch Zerlegen eines Wiirfels in (43 =) 64 Teilwiirfel und dann
durch Zusammenfiigen von 27 dieser Teilwtirfel wieder zu einem Wiirfel bleibt die Zu-
lassigkeit der Zerlegung erhalten und die Gesamtzahl der Wiirfel erhdht sich um (-1 + 64
—-27+1=)37.Vom Ausgangswiirfel ausgehend erhélt man so zuerst (1 + 37 =) 38 Teilwtirfel
und dann nach nochmaliger Anwendung dieses Zerlegungsschrittes (38 + 37 =) 75 Teil-
wiirfel. Wegen 38 =3 mod 7 und 75 = 5 mod 7 kdnnen m; = 38 und m; = 75 gewahlt werden.

Zulassige Zerlegungen existieren daher fur 77 + 7k, 1 + 7k, 58 + 7k, 38 + 7k, 39 + 7k, 75 + 7k
und 20 + 7k mit k€ {0, 1, 2, ...} und folglich fiir jedesn>71,da71=1+10-7,72=58+2-7, 73
=38+5-7,74=39+5:7,75=75+0-7,76=20+8-7und 77 =77+ 0 - 7 gelten.
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OLYMPIADEKLASSEN 9 UND 10

AUfgabe 1 52. MO / 1. Stufe

Ein Schafstall besitzt einen quadratischen Grundriss mit 10m Seitenlénge. Auf die
Ostwand des Stalls stof3t senkrecht und mittig ein Zaun, durch den das Umkreisen des
Stalls unmoglich wird. Ein Schaf grast siidlich dieses Zauns. Es ist mit einem 25m lan-
gen (diinnen) Strick genau an der Stelle angepflockt, an welcher der Zaun auf die Wand
stof3t — siehe Skizze.

Zaun

Stall

Das Schaf frisst samtliches Gras, das in der durch Strick, Zaun und Stall begrenzten
Reichweite liegt.

a) Erstellen Sie eine Ergdnzung der obigen Skizze mit der Fldche, die das Schaf abgrasen
kann. (Eine Begriindung der Korrektheit der Skizze wird nicht erwartet.)

b) Berechnen Sie den Inhalt der abgrasbaren Flache.

c) Der Zaun wird jetzt beseitigt. Dadurch kann das Schaf in beiden Richtungen um den
Stall laufen. Berechnen Sie auch fiir diesen Fall die GrofRe der abgrasbaren Flédche.

Losung

Teil a) Die darzustellende Fldche besteht aus drei Viertelkreissektoren K, , K, und K;, wie
in der Skizze auf der nichsten Seite dargestellt.

Dabei wurden die folgenden zusatzlichen Modellannahmen getroffen:

(1) Ein Strick von x Metern Lange begrenzt die abgrasbare Flache auf eine Kreis-
scheibe mit dem Radius x Meter.
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(2) Ein Strick kann auf der Grenze einer abgrasbaren Fliche liegen, z.B. auf der Gren-
ze zum Schafstall.

Der (nicht verlangte) Korrektheitsnachweis:

D C

Wir verwenden die Bezeichnungen der Skizze, insbesondere sind F,, F, und F, die Winkel-

felder der Mittelpunktswinkel der Kreissektoren K, K, und Kj.

Wenn Pin F, liegt, dann liegt auch MP in F, und jede Linie von M nach P ist mindestens
so lang wie MP. Daher sind in F, genau die Punkte P mit |MP| < 25m erreichbar, also der
Viertelkreissektor K.

Wenn P in F, liegt, dann schneidet jede zulassige Linie von M nach P die Verlangerung
von MB iiber B hinaus in einem Punkt Q, ist also mindestens so lang wie der Streckenzug
MOQOP = MBQOP. Wenn Q von B verschieden ist, dann ist der Streckenzug BOP nach der Drei-
ecksungleichung ldnger als BP. Also ist jede zuléssige Linie von M nach P mindestens so
lang wie der Streckenzug MBP. Wegen |MB| = sm sind daher von M aus in F, genau die
Punkte Pmit |BP| < 20m erreichbar, also der Viertelkreissektor K,. Der Strick muss fiir das
Erreichen der Randpunkte straff gespannt sein.

Analog schliefst man, dass von M aus in F, genau die Punkte P mit |AP| < 10m erreichbar
sind, also der Viertelkreissektor K.

Teil b) Die gesuchte Fliche besteht aus den drei Viertelkreissektoren K, , K, und K, mit den
Radien 25m, 20 m bzw. 10 m. Ihr Fladcheninhalt betragt also

125

A:i-(252+202+102)-nm2:1T-nm2:880m2.
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Teil c)

Die gesuchte Flache entsteht durch Vereinigung der Flache aus Aufgabe a) mit ihrem
Spiegelbild bei der Spiegelung an der Mittelparallelen von Nord- und Stidwand des
Stalls. Diese beiden Fliachen tUberschneiden sich in der Fliche F, mit dem Inhalt 4, (siehe
Skizze). F4 entsteht aus zwei Sechstelkreis-Sektoren mit dem Radius 10 m, die sich in ei-
nem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenldnge 10 m tiberschneiden. Also gilt

—(2-1.10Pn-1.10.2° 2 (199, _ 2
A47<2 g lofm—--10 2\/§>m 7<3 T 25\/§>m.
Fiir den gesuchten Gesamtflacheninhalt G erhélt man mit b)

1125 100
GZZA—A4=(2' TT[—<TT[ - 25\/§>>m2

1
:<%n + 25\/§>m2 ~ 1700 M>.
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Aufgabe 2 54. MO / 2. Stufe

Anton und Benno treffen sich an ihrem heutigen gemeinsamen Geburtstag und stellen
Folgendes fest:

Anton: ,,Sobald ich so alt bin, wie du sein wirst, wenn ich so alt sein werde, wie du
heute bist, wirst du 83 Jahre alt sein.“

Benno: ,Richtig, denn als ich 30 war, war ich ja doppelt so alt, wie du damals
warst.“

Zeigen Sie, dass sich hieraus eindeutig bestimmen lisst, wie alt die beiden sind, und
geben Sie das Produkt der beiden Altersangaben an.

Hinweis: Es soll davon ausgegangen werden, dass es sich bei allen Altersangaben um
positive ganze Zahlen handelt.

Losung

Wir bezeichnen das jeweilige aktuelle Alter mit a bzw. b.

Aus der Aussage von Benno ergibt sich: Als Benno 30 war, war Anton 15 Jahre alt. Also gilt
flr die Altersdifferenz b — a = 15 und fiir Antons Alter gilt a = b - 15.

Nun zu Antons Aussage: Anton ist in b —a Jahren (also in 15 Jahren) so alt wie Benno jetzt.
Dann ist Benno b + (b —a) = b + 15 Jahre alt.

Anton wird das Alter b + 15 in 30 Jahren erreichen. Dann ist Benno b + 30 Jahre alt und wir
erhalten b + 30 = 83 und damit b = 53 und a = 38.

Das Produkt beider Zahlen ist 38 - 53 = 2014.

Aufgabe 3 55. MO / 3. Stufe

Die Position eines rechteckigen, zwei Meter langen und ein Meter breiten Freigeheges
fiir Kleintiere auf einer Wiese kann durch Anheben an einer Ecke, Drehen um die gegen-
iiberliegende Ecke und nachfolgendes Absetzen gedndert werden. Diese Bewegung des
Freigeheges sei mit , Eckdrehung“ gemeint.
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Wie viele Eckdrehungen sind mindestens nétig, um das Freigehege letztendlich genau
um seine Breite (in Richtung derselben) zu verschieben?

Insbesondere soll also jede Ecke des Freigeheges am Ende genau einen Meter von ihrer
Ausgangsposition entfernt sein.

Losung

Es sind mindestens drei Eckdrehungen nétig.

Die Lage des Freigeheges sei zu Beginn durch das Rechteck A,A,A,A, mit Breite |A,A |
und Lénge |A,A, | beschrieben. Die gewiinschte Verschiebung soll die Ecke bei A, nach A,
Uberfiihren und A4,,4,,A,,A, auf A A, A’ A', abbilden.

Wir lésen die Aufgabe in zwei Schritten:
Schritt 1: Man benotigt mindestens drei Eckdrehungen.

Eine Eckdrehung reicht nicht aus, da eine Drehung stets einen Punkt (das Drehzentrum)
unverandert lasst, eine Verschiebung jedoch nicht.

Wir zeigen nun, dass zwei Eckdrehungen ebenfalls nicht ausreichen. Da wie oben be-
merkt jede Drehung einen Fixpunkt hat, muss nach der vorletzten Eckdrehung eine Ecke
des Freigeheges ihre Endposition erreicht haben.

Seien A; und A; die Positionen zweier beliebiger Ecken des Freigeheges vor der Verschie-
bung, und 4; sei die Position der zweiten Ecke nach der Verschiebung. Dann sind die Ab-
stande von A; zu A; und A, zu Aj stets voneinander verschieden, weil A; nicht auf der
Mittelsenkrechten von A;Aj liegt (siehe Abbildung oben).

Da bei Drehungen der Abstand eines Punktes zum Drehzentrum konstant bleibt, kann
daher die Bedingung, dass nach der vorletzten Eckdrehung eine Ecke des Freigeheges ihre
Endposition A erreicht haben muss, nicht nach nur einer Eckdrehung (um A;) erfillt sein.
Daher kann die erste Drehung nicht die vorletzte Drehung sein.
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Schritt 2: Drei Eckdrehungen reichen aus.

Wir zeigen nun, dass die gesuchte Anzahl drei ist, indem wir drei Eckdrehungen angeben,
die zusammen die gewiinschte Verschiebung ergeben. (Hierfiir gibt es viele verschiede-
ne Moglichkeiten.)

Es sei X ein Punkt derart, dass A, A X ein gleichseitiges Dreieck bildet. In der ersten Eck-
drehung drehen wir das Freigehege so um A,, dass seine Ecke bei A, auf den Punkt X
wandert; dies ist moglich, da |A,A,| = |A, X] gilt.

In der zweiten Eckdrehung drehen wir das Freigehege so um X (was ja nun Ecke des Frei-
geheges ist), dass die Ecke bei A, auf den Punkt A, wandert; dies ist méglich, da |XA,| =
|XA

4 gilt.

In der dritten Eckdrehung drehen wir so um 4 o dass die Ecke bei X auf den Punkt A'4 wan-

dert; dies ist moglich, weil |4, X| = |A,A,| = |A}A,]| gilt.

Insgesamt geht hierbei die Ecke A, nach A’, und die Ecke A, nach A, = A’ Es handelt sich
also tatsachlich um die gewtinschte Verschiebung.

Aufgabe 4 57. MO0/ 4. Stufe

Jede der zwolf Seitenflichen zweier Spielwiirfel A und B soll derart mit einer von zwolf
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen beschriftet werden, dass je zwei Seitenflichen
unterschiedlich beschriftet sind. Die Summe der Zahlen soll auf jedem Wiirfel genau
57 betragen.

a) Zeigen Sie, dass eine derartige Beschriftung moglich ist.

b) Beweisen Sie: Unabhingig davon, wie eine solche Beschriftung vorgenommen wird,
ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf mit A eine héhere Zahl zu erzielen als bei
einem Wurf mit B, genau gleich % .
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Anmerkung: In Teil b) wird vorausgesetzt, dass es sich um faire Wiirfel handelt, jede der
Zahlen also mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewiirfelt wird.

Losung

Teil a) Bezeichnen wir die zwolf aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, die bei der Be-
schriftung der beiden Wiirfel verwendet werden, mit k, k +1, ..., k + 11, so muss

k+(k+1)+-+(k+11)=12k+66=2-57=114

und damit k = 4 gelten. Zur Beschriftung kénnen also hochstens die Zahlen 4, 5, ..., 15 ver-
wendet werden. Es bleibt zu priifen, ob sich diese Zahlen so verteilen lassen, dass die
Summe der Zahlen auf jedem der beiden Wiirfel gleich ist.

Dies ist in der Tat moglich; man kann beispielsweise A mit 7, 8, 9, 10, 11, 12 und B mit 4, 5,
6,13, 14, 15 beschriften.

Teil b) Angenommen, A ist mit den Zahlen a, < a, < ... < a, beschriftet und Bmit den Zahlen
b,<b,< .. < bg, wobei, wie in Teil a) gezeigt,

{a,, .., a4,b,, .., b}t =14,5, .., 15} und a,+ - +ag = b+ - +by = 57

gilt.

Im Ergebnis eines gemeinsamen Wurfs der Wuirfel A und B werden die Zahlen (a;, b)) an-

gezeigt. Aus der Gesamtheit der 36 moglichen und gleichwahrscheinlichen Wurfergeb-
nisse (i,j),i=1,.., 6,j =1, ..., 6 sind diejenigen giinstig im Sinne der Aufgabenstellung, bei
denen g, > b; ist. Wir bestimmen deshalb die Anzahl z der Paare (i, j) mit a; > b; .

Derartige Paare mit i = 1 gibt es genau a, — 4. In der Tat, ist a, = 4, so gilt stets a, < b;, aber
auch a,—4 = 0.Ist a, > 4, so ist b, = 4 und genau fiir alle Paare (1, j) mit b€ {4,5 ...a,—1}
gilta, > b;.

Solche Paare mit i = 2 gibt es genau a, — 5, ndmlich diejenigen Paare (2, ), fiir die
b€{4,5,.,a,-1,a,+1,.,a,-1}

gilt. Flihrt man diese Uberlegungen fort, so ergibt sich
z=(a,=4) +(a,=5) +-+(a5-9) = 57-39 =18.

Von den 36 moglichen und gleichwahrscheinlichen Wurfergebnissen sind also genau 18
glinstig im Sinne der Aufgabenstellung. Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf mit A
eine hohere Zahl zu erzielen als bei einem Wurf mit B, ist also genau gleich % .
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OLYMPIADEKLASSEN 11 UND 12/13

AUfga be 1 57-MO/1.stufe

Die Ecken eines fiinfzackigen Sterns lie- S R

gen so auf den Seiten eines Quadrates
PORS mit der Seitenlidnge 1, dass zwei
Ecken des Sterns mit den Eckpunkten
P und S iibereinstimmen und im Inne-
ren der Seiten PQ, OR und RS jeweils ein 1
weiterer Eckpunkt des Sterns liegt, siehe
nebenstehende Abbildung.

Der Flicheninhalt des mittleren Fiinf-
ecks betrigt .

Man berechne die Summe der Flachenin-

halte der grau gefarbten Dreiecke. <

Losung

Die Eckpunkte des fiinfzackigen Sterns sind A = S, B, C, D = P und E. Mit Kleinbuchsta-
ben sind jeweils die Flacheninhalte der Dreiecke bezeichnet, in denen sich der Buchstabe
befindet (vergleiche nachfolgende Abbildung). Da die Dreiecke ABC und ADC dieselbe
Grundseite AC und die gleiche Héhe zu dieser Grundseite haben, sind sie flichengleich.
Daraus folgt, dass

fra+g=a+g+c+b+—, alsob+c=f-1
gilt.
Im Dreieck ADE haben die Grundseite AD und die zugehdrige Hohe die Lange 1, also hat

das Dreieck ADE den Flacheninhalt % Daraus folgt

i_1 =2
atd+et+f+5=5, alsoa+d+e+f=2

und weiter
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a+b+c+d+e:a+d+e+(b+c):a+d+e+f—%:%—%:%.

Die Summe der Flacheninhalte der grau gefarbten Dreiecke betragt % .

A C
g
(o
a
1
f 12
e
E
d
D B

Aufgabe D 56.MO/ 2. Stufe

Fiir welche positiven ganzen Zahlen n gibt es eine Quadratzahl, deren letzte n Ziffern in
der Dezimaldarstellung sdmtlich gleich 4 sind?

Losung

Es gibt nur fir n =1, 2, 3 solche Quadratzahlen.

Man findet 2* = 4, 12 = 144 und 38> = 1444. Es wird indirekt gezeigt, dass fiir n = 4 keine
solche Quadratzahl existiert, wodurch sofort auch n > 4 ausgeschlossen ist.

Angenommen, es gibe eine Quadratzahl k? deren letzte 4 Ziffern gleich 4 sind. Dann
lasst sich

k*=10%-a+ 4444

2 2
mit einer ganzen Zahl a schreiben. Wegen 4| k* ist dann auch kz = (g) das Quadrat einer
positiven ganzen Zahl. Es folgt

k* 104 B
Z:T'GJrllll:ZS'lO -a+11-100 + 11,
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2 k
die Quadratzahl kz endet also in Dezimaldarstellung auf die Ziffern 11. Die Zahl 3 muss

in Dezimaldarstellung auf eine der Ziffern 1 oder g9 enden, denn die letzte Ziffer von kz ist

gleich 1. Folglich gilt g =10b + 1 mit einer ganzen Zahl b und

2
<5> = 100b*+ 20b + 1.
2

Somit hat kz eine gerade Zehnerziffer, kann also nicht auf 11 enden. Die Existenz einer
Quadratzahl im Sinne der Aufgabenstellung ist damit fiir n > 4 ausgeschlossen.

Aufgabe 3 56. MO / 3. Stufe

Man bestimme die kleinste Primzahl, die sich nicht in der Form |2 — 3 | mit nichtnega-
tiven ganzen Zahlen a und b darstellen lasst.
Losung

Man stellt zunéchst fest, dass jede Primzahl p < 41 eine solche Darstellung erlaubt. Die
folgende Tabelle gibt hierfiir jeweils ein Beispiel an.

p_ ]2"-3" p_ ]2"-3" p_[2°-3’ p_[2°-3"
2 3'—2° 7 23-3° 17 34— 2° 29 25-3!
3 2°—3° 1 = 19 33 - 23 31 25-3°
5 3-2° 13 =g B P=w 37 2°-33

Wir zeigen nun, dass 41 keine derartige Darstellung besitzt. Dazu gehen wir indirekt vor
und nehmen an,

g1=[2"-3"

ware eine solche Darstellung. Da 42 keine Zweierpotenz ist, gilt sicher b = 0. Ebenso sind
auch 42, 43 und 45 jeweils keine Dreierpotenzen, weshalb a = o, 1, 2 gelten muss. Somit ist
az3undb=21.

Wir betrachten nun die Reste von |2° - o | bei Division durch 8 und 3. Wegen a 23 gilt 2“ =0
mod 8. Die Gleichung 2 - 3" = 441 impliziert damit unmittelbar

3°= $1mod 8.
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Dreierpotenzen mit geradem Exponenten lassen nun bei Division durch 8 immer den
Rest 1 und solche mit ungeradem Exponenten den Rest 3. Folglich muss 3’ = 1mod 8 sein,
und es gilt 2° — 3” = —41 mit einer geraden Zahl b.

Diese Gleichung impliziert nun wegen b =21 und 3b = omod 3 ihrerseits 2% = —41 mod 3, also
2°=1mod3.

Da Zweierpotenzen mit geradem Exponenten bei Division durch 3 immer den Rest 11assen
und solche mit ungeradem Exponenten den Rest 2, muss a ebenfalls eine gerade Zahl sein.

Existiert also eine Darstellung der in der Aufgabenstellung verlangten Art fiir 41, so muss
sie von der Form

41=3-2% = (39-2°)(37+ 2¢)
mit positiven ganzen Zahlen c und d sein. Da 41 eine Primzahl ist, ist dabei notwendiger-
weise der erste Faktor gleich 1 und der zweite gleich 41. Hieraus folgt aber sofort

2:37= (392 + (3742°) =1+ 41= 42
und damit ein Widerspruch zu der Tatsache, dass 21 keine Dreierpotenz ist.

Damit ist bewiesen, dass 41 die kleinste Primzahl ist, die sich nicht in der Form |2“ - 3b| mit
nichtnegativen ganzen Zahlen a und b darstellen lasst.

Bemerkungen: 1. Die Darstellbarkeit der ersten zwolf Primzahlen in der Form |2 — 3b|
tauscht. Ein Computerexperiment zeigt, dass mit a, b < 10000 nur die folgenden Darstel-
lungen von Primzahlen kleiner 1000 moglich sind. Es féllt dabei vor allem auf, dass in
Wirklichkeit keine Exponenten grofier als 11 auftreten.

p_|2-3 p_ 12°-3"| p_[2°-3
2 3l-2° 37 2°-33 229 28-33
3 =g 47  27-3% 239  3°-2°

5 23-—3'=32_52=p75_33 61 263! 241 3°-2'
7 23-3°=3"-2'=24-32 73 3%-23 269 29-3°
o p=p 79  3*-2 431 29-3%
13 24-3'=28-35 101 27-33 503 29-3?
T = 127 27-3° 509  29-3'
19 33-23 139 37— oM 601  3°-27
23 P-2=25-3 79 3-2° 727 3°-2
29 25-3! 211 35—2° 997 2°-33
31 25-3° 227 35—24
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2. Die Argumentation modulo 3 und 8 wie in der Losung funktioniert prinzipiell fur alle
Zahlen, die bei Division durch 24 den Rest 7 oder 17 lassen.

Nichtsdestotrotz erlauben die Zahlen 7, 17, 31, 79, 127 und 727 Darstellungen der Form
|2 - 3b |, davon 7 sogar drei verschiedene. Moglich wird dies in drei Fallen durch a = 1, in
weiteren dreien durch b = o sowie durch die trivialen Faktorisierungen

17 =(3—23) (3 +23) =1-17 und
7=(2°-3)(2*+3) =17,

wobei dann auch notwendigerweise 17 + 1 das Doppelte einer Dreierpotenz und 7+1 (das
Doppelte) eine(r) Zweierpotenz ist. Die Begriindung dafiir, dass auf der anderen Seite
161=2-3*-1und 127 =2 - 2% — 1 keine trivialen Faktorisierungen haben, erfordert nur
minimal mehr Aufwand als oben.

Aufgabe 4 56. MO / 4. Stufe

Man zeige, dass unendlich viele positive ganze Zahlen m existieren, fiir die es m aufei-
nanderfolgende Quadratzahlen gibt, deren Summe gleich m? ist, und gebe eine Lésung
mitm >1an.

Losung

Fur eine solche Zahl m seien die m aufeinanderfolgenden Zahlen die Zahlen n +1bis n + m.
Mit der bekannten Summenformel fiir Quadratzahlen

Z , n(m+1)(2n +1)
P .

k=1 6
erhdlt man aus der Problemstellung nacheinander die (wegen m > o) dquivalenten Glei-
chungen

m = (n+m)(n+m+1) (2n+2m+1)  n(n+1) (2n+1)

6 6
6m3 = 2m3 + (6n + 3)m> + (6n*> + 6n + 1)m,

0= —4m*+6n*+6mn+3m+6n+1.

Um die linearen Terme zu eliminieren, formt man weiter um:
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0= —4m>+6n*+6mn+3m+6n+1

2
m 3
=—4n72+6<n+—2>——2 m>+3m+ 6n+1

1 m Y m
=——m’+6(n+— |+ 6(n+— |+1
2 2 2
n o m 1) 3
= == # B == || = =41
2 2 2 2
0=-1um*+3(2n+m+1)°-1
Mit der Substitution k = 2n + m + 1 werden also Losungen von
3k?—11m?=1 (2)

in ganzen Zahlen gesucht. Diese Gleichung erinnert an eine Pell-Gleichung und hat die
Losung m =1, k = 2. Findet man eine weitere Losung, so lasst sich mit dieser eine Rekursi-
onsvorschrift zur Berechnung beliebig vieler Losungen aufstellen

Durch die Substitution / = 3k wird die Gleichung (1) zunéchst in eine Pell-Gleichung um-

geformt,
9k*-33m*=3,
[>-33m*=3. (2)

Damit auch k ganzzahlig ist, werden Lésungen von Gleichung (2) mit 3 | I gesucht. Eine
solche Losung ist (I, m) = (6, 1). Um daraus weitere Losungen zu konstruieren, verwendet
man eine nicht-triviale Lésung von

p*=33¢°=1.
Man findet (23, 4). Damit 13sst sich (2) dquivalent umformen:
(1-33m®) (23 -33-4%) =3,
(I+V33m) (I-V33m) (23 +V33- 4) (23-V33-4) =3,
(1+V33m) (23 +V33-4) (I-V33m) (23-V33-4) =3,
(231+33 - 4m + (4] +23m) V33) (231 +33 - 4m — (4] +23m) V33) =3,

(231 +132m)*-33 - (4 + 23m)* =3.
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Ist also das Paar (I, m) eine Losung von (2), so gilt dies auch fiir (231 + 132m, 41 + 23m). Man
beachte dabei, dass 3 | I tatsdchlich 3 | 231 + 132m impliziert. Mit I = 3k erhalten wir fur k
und m die Rekursionsvorschrift

(k,m) - (23k +44m, 12k +23m),

die aus (k, m) = (2, 1) die Lésung (90, 47) liefert. Aus k = 2n + m + 1 erhélt man dann n = 21.
Also ist eine (die zweitkleinste) Losung
22%+23% + - + 68% = 473.
47 Summanden
Da die Rekursion unverandert m ungerade und k gerade lasst, ist auch n immer ganz-
zahlig. Damit ist bewiesen, dass es unendlich viele positive ganze Zahlen m gibt, die der
Bedingung der Aufgabenstellung gentigen.
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Geschaftsstelle
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gaben ehrenamtlich erarbeitet und zur Verfligung stellt. Die tiber 5o Mitglieder des Auf- Geschaftsstelle
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gen Jahren werden diese in erheblichem Umfang durch die Hector-Stiftung II finanziell mo@mathe-wettbewerbe.de
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unterstitzt Bildung & Begabung Lehrer, Eltern und Schiiler mit umfangreichen Informa- R
tions- und Vernetzungsangeboten wie der Fachtagung, Perspektive Begabung“oder dem
Online-Portal www.begabungslotse.de. Bildung & Begabung ist eine Tochter des Stifter- % Euur”;”e;l:‘r‘]igi“e””m ’é\ ( “ (
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